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AVERTISSEMENT. 



Cet Ouvrage y divisé en trois parties , est destiné 
à eomplééer la Géométrie élémentaire^ à préparer 
les élèites au concours général et aux examens, en 
les exerçant sur an grand nombre de problèmes' de 
Géométrie ^ à démontrer les différens principes qui 
servent de base à la Géométrie descriptiWj et à faire 
connaître les élémens de cette science. 

La première partie contient des théorèmes et <des 
problèmes relatifs à des points et à des lignes qni 
scoit dans lin même plan. 

La deuxième partie traite des propriétés générales 
de^ points 9 des lignes et des surfaces ifui sont^sitiiéi 
d'Une manière quelconque dans Tespace ; oo j trouve 
la démonstration de 'plusieurs principes qui serviront 
dans la Géométrie descriptive. f ' 

Dans la troisièiwe partie, on escpose les principes 
fiHfdamjBntanx de la Géométrie descriptive, et l'on 
donne les solutions de problèmes élémentaires à 
l'atjde desquels on pourra résoudre les questions' les 
plus ^impliquées. 

Lorsque \&è donnas ^t les inconnues sont dans un 
méipe pian,* la. Géométrie élémentaire jurait le 
moyen di^0xéculer sur ce plan /les constructions qui 
conduisent à la solution de la question pn^posée. 
Mab> l<M^quun problèm« iconduit à xrbnsidénsr des 
points et ides lignes situés d'une manière quelconque 
daus. l'espfikce, 'il £aiut recourir à de nouvelles»- mé*^ 



vj AVERTISSEMENT, 

tbodes qui constituent la partie des Mathématiques ^ 
nommée Géométrie descriptive , dont Vobjet spécial 
est de résoudre^ à F aide de constructions effectuées 
sur un plan , les différens problèmes qui se rappor^ 
tent aux trois dimensions de retendue. Le procédé 
dont on fait usage , est la méthode des projections ^ 
qui consiste à rapporter à deux plans qui se coupent , 
toutes les parties de l'espace* 

Les difficultés qui se présentent ^ lorsqu'on étudie 
les traités de Géométrie descriptive, me paraissent 
tenir à plusieui^ causes que je vais indiquer : 

Des élèves , qui ont appris la Géométrie avec fa- 
cilité f ont de la peine à retrouver les théorèmes sur 
lesquels il faut s'appuyer pour démontrer l'exactitude 
des diverses constructions indiquées; et souvent 
même/ ces constructions dépendent de principes qui 
nei se trouvent pas dans les traités de Géométrie. De 
plus, on est accoutumé, dans ces traités, à voir sur les 
figures , les points et les lignes qui servent aux dé-* 
moQstra lions; ce qui n'a plus lieu, dans la Géomé- 
trie descriptive, à l'égard des points et des lignes qui 
ne sont pas dans les plans de projection. 

Pour remédier à ces inconvéniens , et pour ne pas 
interrompre l'enchaînement des raisonnemens qui 
conduisent à la solution des problèmes de la Géomé* 
trie descriptive , j'établis dans des préliminaires y les 
diverses propriétés qui servent de fondement à la 
construction des épures. 

. Afin de faciliter Tinteiligence des démonstrations, 
je fais connaître, par des numéras de renvoi, les 
propositions précédentes auxquelles il faut avoir re- 



AYERTIJSEMEHT. vij 

cours ; et lorsque cela me parait nécessaire , j iadique , 
sur une figure ^ les lignes , qui étant situées dans 
l'espace, ne servent qu'à faire connaître comment 
on peut déduire les inconnues des données p à Taidede 
constructions exécutées sur un seul plan. J'en déduis 
le moyen de tracer Vépure qui ne renferme que les 
lignes nécessaires à la solution du problème. 

Je discute avec soin les différens cas qui peuvent 
se présenter ; et lorsque des constructions se trouvent 
en défaut^ dans certains cas particuliers, je résous 
directement la question proposée. 

J'ai principalement insisté sur la construction de 
la pjramide triangulaire , parce que cette construc- 
tion fournît la solution graphique des différens pro- 
blèmes relatifs aux triangles sphériques. 

J'ai c^onné le moyen de trouver les rabattemens, sur 
les plans de projection, d'un point de l'espace situé 
dans un plan, connu; et réciproquement ^ de déter- 
miner les projections d'un point de l'espace dont on 
connaît le rabattement sur l'un des plans de projec- 
tion. J'en ai déduit une méthode générale pour ré- 
soudre des problèmes relatifs à des points et à des li- 
gnes situés dans l'ospace » lorsque les données et les 
inconnues étant sur un même plan^ ces données ne 
sont déterminées que par leurs projections. 

J'ai ajouté, dans cette nouvelle édition, la col«- 
lection des problèmes de Géométrie qui ont été pro- 
posés dans le^ concours généraux des Collèges Royaux 
de Paris. La solution de ces problèmes n'offrira pas 
de difficultés aux personnes qui auront bien compris 
les questions traitées dans la première partie de cet 
Ouvrage. 



vuj àVERTISSEMfENT. 

J'ai adopté plusieurs expressions abrégées qui ^ont 
consacrées par l'usage. Lorsque je parlerai d'une 
Ugne^ sans en désigner Tespèce , il s'agira d'une Ugne 
droite. Lorsque je dirai tires^ AB, il faudra entendre, 
tirez la droite AB par les points A et B. La perpen^ 
diculaire sur le milieu d'une ligne AB, sera la per- 
pendiculaire à la droite AB^ menée par le milieu 
de AB. Lorsqu'on parlera d'un cercle OA, il s'agira 
du cercle dont le centré est O et dont le rayon est OÂ. 
Quand on parlera d'un arc , sans désigner son espèce, 
il s'agira toujours d'un arc ^ cen?/e/ et suivant qu'un 
arc sera situé dans un plan horizontal ou dans un plan 
vertical, on dira que cet arc est horizontal ou qu'il est 
vertical. Dé même, un angle sera dit horizontal ou 
vertical, selon qye ses deux côtés seront dans un 
plan horizontal ou vertical ; et quand les côtés de 
l'angle seront dans un plan qui formera un angle 
aigu ou obtus avec l'horizon , on dira que cet angle 
est oblique. Lbrsqu'cm proposera de mesurer un 
triangle, un rectangle, un cerclé, etc., il faudra 
entendre qu'on veut en mesurer la surface. 

Les numéros places entre parenthèses, indiquent 
des renvois aux articles correspondans de cet ouvrage. 
Ainsi, dans la 7^ ligne de la page 10, l'expression 
(n** 15) indique un renvoi au théorème de l'article i5 
de la page 8. 

Cet ouvrage ayant été tx)mposé avec la seule in- 
tention d'être utile aux Élèves, en facilitant leurs 
études, je profiterai avec reconnaissance de toutes 
les obs^vations que MM* les Professeurs voudront 
Jlieu m'adres$ert 
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PREMIÈRE PARTIE. 

Théorèmes et Problèmes relatifs à des points et à 
^ des lignes situés dans un même plan* 

§ V\ THÉORÈMES, 

1. THÉORàME {Jig. I ). Lorsque dans un triangle ABC on 
mène une droite CE, du sommet G de l'un des angles ^ au 
milieu E du côté opposé, on a 

(i). . . cÂ + CB = 2 (ci 4- AÊ*). 

£n effet, tirez CD perpendiculaire à A6, vous aurez 
BD = BE — ED, AD = AE + ED. 

Élevant ces équations au quarré» ajoutant respectivement CD 
aux deux membres des équations qui en résulteront, et obser- 
Tant que la somme des quarrés des deux côtés de raD(j;le droit 
çst égale au quarré de l'hypoténuse , on trouvera 

CB = CE + BÊ*— aBE x ED , CA WcË + ÂE + aAE x ED. 
R, Géométrie. i 
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Ajoutant ces «quations membre à membre, et remarquant 
que AE := BE, o» obtiendra l'équation C^). 

Kemaiqu£. Si du points comme centre, avec EC pour rayon , 
on de'crit une circonférence, tous les triangles qui auront AB 
pour base, et dont les sommets seront sur la circonférence, 
seront tels, que la somme des quaiTCS des côt<^s adjacens à la 

base sera une quantité constante 2 (CE + AË }, 

2. Théorème {fig» 2). Les trois droites qui dit^isent les an- 
gles d'un triangle ABC en deux parties égales^ se rencontrent 
au même point. 

Divisez les angles BAC, ABC, en deux parties égales , par les 
droites AM, BM, et tirez CM ; je dis que CM divise l'angle ACB 
en deux parties égale?. Eu effet, si du point M on mène des 
perpendiculaires MF, ME, MD , sur les côtés AB, AC , BC, les 
triangles rectangles AMF, AME, seront égaux, ainsi que les 
triangles BMF, BMD. Donc, MF=ME=MD, Les triangles rec- 
tanglesMCD, MCE, seront donc égaux; la droite CM divise donc 
l'angle ACB en deux parties égales. 

Remarque. Les perpendiculaires MF, ME, MD, étant égales, 
si du point M comme centre , avec le rayon MF, on décrit 
une circonférence, elle sera tangente aux trois côtés du triangle 
ABC. Cela donne le moyen di inscrire un cercle dans un triangle. 

5. TnioRÈME ijig' 3). Les trois perpendiculaires menées des 
sommets des angles d'un triangle ABC sur les côtés opposés, se 
rencontrent au même point. 

Des sommets B, C, menez des perpendiculaires BE, CF, sur 
AC et AB; elles se couperont en M; il faut démontrer que la 
droite AMD est perpendiculaire à BC, Sur BC, comme dia- 
mètre décrivez une demi-circonférence j elle passera par les 
pointas E, F, car les angles BEC, BFC, sont droits. Par la même 
raison, la circonférence décrite sur AM comme diamètre, paf- 
serapar les points E, F. Tirez la corde FE. Les angles CPE, 
CBE, seront égaux, ainsi que les angles MFE, MAE. Mais, l'angler 
CFE est le même que MFEj les angles CBE, MAE, sont donc 
égatix; les triangles BMD, AME, sont donc éqùiaiiglcs. Gi* 
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l'angle AEM est droit, Tangle BDM est donc droit; AD est 
donc perpendiculaire à BC. 

4. Tu£oaiH£ {fig» i)* ^^ trois perpendiculaires menées sur 
les milieux des côtés d'un triangle ABC, se rencontrent au même 
point. 

Par les milieux £, F, des côte's AC, AB , menez des perpen- 
diculaires £M, FM , à ces côtés , et tirez MD perpendiculaire 
à BC. Vous aurez 

MBs:;=MA, VLk — VLC; d'où MB=:M€. 

Les triangles rectangles MDB, MDG, seront donc éjgaux; 
le point D est déno le milieu de BC. €e qui démontre la pro«> 
priété énoncée. 

Remarque. Le point M est le centre d£i cercle qui passerait 
par les sommets A, B, C, du triangle ABC ; i^atv MAs=MB=:MC. 
Cela donne le moyen de circonscrire un cercle à un triangle, ' 

tt. TnioBiME (fig, 5). Les trois droites menées des sommets 
des angles d^un triangle sur les milieux des côtés opposés, se 
coupent au même point. 

Soit ABC le trîang^lc proposé. Prenez les ipiilieux D, E, des 
côtés CB, CA, et m^nez les droites AD, BE^ DE, CMF; il 
s'agit de prouver que le point F est le milieu de AB. 

La ligne DE , divisant les côtés CB ^ CA , en parties proppr-»- 
tionnelles, est parallèle à BA ; les triangles CDE, MAB, MAF, 
CDQ, sont donc respectivement semblables aux triangles CBA , 
MDE , MDQ, CBF. Par conséquent, on a 

CD : CB :: de : ba :: dm ; ma :: dq : af, et 

CD : CB :: DQ : BF. Donc AF =: BF. 

RsHAnQUE. La proportion CD : CB :: DM : MA, démontre 
que DM «st le tiers de AD ; car Ci étant le double dte Ci), il 
en résulte que MA est le double de DM. 

6. THÉORi»fi {fig, 6). Si d'un point pris dans Viniérie^r 
au triangle ABC, ontnhte les perpendiculaires OA', OB'', OÈ', 

1.. 
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sur les côtés BG, AC, AB, on aura 

(i).... AC V BA' + CF = CbV Â^ + B^* 
Car, en tirant les ilroites OA, OB, OC^ on a 

5c=ÔB^CBkÔÂl-AC'' d'où (a)...ACl-C^~ÔA~5B,* 
ÔÂ^Lob1.BA'^=5)c1-Tc' d'où (3). . .BA'1-Â^ckÔB^ÔC,* 
()r=5C— CB'LoÂ— FA* d'où (4)...CB'— Fa=Ôc1ÔÂ/ 

Ajoutant les équations (2), (3);(4)9 on trouve Tequation (i). 

7, THéoRiUE IJig. 7). Un point étant pris dans r intérieur 
du triangle ABC, si Von mène les droites AO, BO, GO, et 
qu'on les prolonge jusqu* à ce qu'elles rencontrent les côtés du 
triangle en A\ B\ G', on aura 

kC X BA' X GB' = CB X A'C X B'A. 

En e£fet , les surfaces des triangles de même hauteur étant 
proportionnelles à leurs bases, on a 

GAG' : CBC' :: ag' : g'b, et oc a : og'b :: ag' : cb ; 

donc GAG' : OG'A :: GBG' : OG'B. 

On en déduit 
CAG' — OC'A : GBG' — OG'B :: GAC : GBG' :: AC : G'B, ou 

GOA:GOB :: ag':G'b. 

On prouverait de même que 

AOB : AOG :: ba' : a'c, 
bog :boa :: gb' :B'a. > 

Multipliant les trois dernières proportions, terihe à terme, on 
obtient une nouvelle proportion dans laquelle les deux termes 
du premier rapport étant égaux , les deux termes du second 
rapport sont aussi égaux \ ce qui conduit au principe énoncé. 
8. THÉORÈME l/^. 7). Un point étant pris dans V intérieur 
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à^un êriangk ABC, si l'on mène les droites ÀO, BO, GO, 
et qu'on les prolonge jusqu'à ce quelles rencontrent les côtés 
du trianglç en k', B*, C, ori aura 

oa; ob; o£_ 

AA' "^ BB' "*" ce — *• 

£a effet, régalité BOG + AOG + AOB = BAG donne 

• BOG AOG AOB_ 
BAG "*" BAG "*" BAG "" ' • 

Or, les triangles BOG, BAG, ayant même base BC, sont 
entre eux comme leurs hauteurs 0H% AH ; eti*on a 

OH'_OA' , BOC_OA' 
ÂH ^aT' '^'''''' BAG ""A A" 

On verrait de même que 

AOC_OB' AOB _ OC* 

BAC"~BB'' ^* BAG"^ ce* 

Le théorème est donc de'montre'. 

9. Théoràme (fig» 8). De tous les triangles formés as^ec un 
angle donné, compris entre deux côtés variables dont la somme 
est donnée , le plus grand en surface est celui dans lequel ces 
deux côtés sont égaux, 

i'* DéHONSTBÀTioif. Soit un triangle BAC, dans lequel 
BA = BG. Prolongez BC, d'une quantité quelconque CN ; pre- 
nez AM = CN, et tirez MN ; dans le triangle BMN , la somme 
des côtés qui comprennent Tangle B sera égale à la somme des 
côtés qui comprennent le même angle dans le triangle BAG. 
Il s'agit de prouver que la surface du triangle isoscèle BAG est 
plus grande que celle du trian|;le BMN. Menez MF parallèle à 
BC ; les droites BA, BG, étant égales, MA sera égal à MF. Mais 
MA = CN ; les droites MF, CN, sont donc égales et parallèles; 
les triangles DMF, DNG, sont donc égaux. Le triangle DMA 
est donc plus grand que DNG; et par conséquent, la surface du 
triangle BAG est plus grande que celle du triangle BMN. 
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a* DÉKonsT^ATioK. Les triangles ABC , MBN , ayant un angle 
commun B» on sait que • 

(i). . . surface ABC : surface MBN :: BA X BC : BM X BN. 

Mais , 

BC=BA, CN=AM, BM=BA— AM=BC— CN, BN=BC+CN; 

donc 

BAxBC=BC'bMxBN=î(BC— CN)x(BC+CN)=lc*-~CN*. 
La proportion (i) devient 

surfûce\^Q. \ surface MBT^ Il BC': BC'—CN' 

Or, BC > BC'— CN] donc surface ABC > surface MBN. 

iO. Théorème (fg, 9). Parmi tous les triangles gui, aj-ant. 
leurs sommets sur l'arc AMB, ont le côté commun AB, le triangle 
isoschle est celui dans lequel les deux autres côtés forment la 
plus grande somme, 

- Pour le démontrer, prenez le milieu M de l'arc AMB, et un 
point quelconque E de cet arc; tirez les droites AEar, AM/, 
BM, BE ; prenez ED = EB et MC = MB, tous aurez M A = MC , 
car MA=:MB. Tirez le» droites BC, BD. L'angle extérieur d'un 
triangle étant égal à la somme des deux angles intérieurs oppo- 
sés, il en résulte que 

Y angle AMB r=: MBC + MCB 2= 2MCB == 2ACB, 
Vangle AEB = EDB + EBD = !îEDB = 2ADB. 
Or, Vangle AMB = AEB ; donc Vangle ACB «= ADB. 

Par conséquent, si du point M, pris pour centre, on décrit 
une circonférence avec le rayon MA, comme elle passera par les 
points A, B, C , elle passera aussi par le sommet D de l^angle 
ADBj puisque cet angle est égal à ACB et s'appuie sur le 
même arc; AC sera donc un diamètre, et AD une corde. On 
aura donc 

AC>AD, ouAM+MC>AE+ED, ou AM+MB>AE+EB. 

11, Théorème {fg. 10). Pamii tous les triangles de même 
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tase AB, et dont les sommets sont sur une même droite GJ3k, le 
ttiangle dont le périmètre est un miDimunl^ est celui dans lequel 
les deux autres eôiés forment des angles égaux avec GH. 

Tin^'ji la perpendiculaire BF à GH ; prenez DE = DB, et 
menez la droite AE qui coupe GH en G. Par le point G et un 
point quelconque O de GH, conduisez les droites CB, 0£, 
OA, OB ; les côte's GA, GB, feront des angles égaux avec GH, 
car GH étant perpendiculaire sur le miUeu D de BE, les an- 
gles EGH, BCH , AGG , sont e'gaux. Il suffit donc de prouver 
que CA + CB est moindre que OA + OB ; et cela est évident, 
car on a 

0E= OB, GA + CE < OA + OE, ou CA + CE < OA + OB. 

Remarque. Si la droite GH était parallèle à la base AB, on 
aurait CA =s: CB. Par conséquent , 

De tous les triangles de même base et de même hauteur^ le 
triangle dont le périmètre est le plus petit possible, est celui dans 
lequel les deux autres côtés sont égaux, 

ifi. Théorème (fig» ïo). De tous les triangles de même base 
et de même périmètre, le triangle qui a la plus grande surface 
est celui dans lequel les deux côtés variables sont égaux. 

En effet, soient 

OA = OB, CA>GB, et CA +GB= OA + 0B = 20A. 

Il s'agit de faire voir que la surface du triaii(>leisoscèIe OAB 
est plus grande que celié du triangle scalène GaB de même pé- 
rimètre. Menant OP perpendiculaire sur AB^ et Cn parallèle à 
BA , il faut prouver que PO est plus grand que P/z. Cela est 
évident, car Cn étant parallèle à BA, il résulte de la remarque 
du n"* II, que 

CA +GB>/2A+ nB, ou 20A>ji/îA; doncPO>P/i. 

15. Théorâhe (fg, lo). Parmi tous les triangles de même 
périmètre, le triangle équiiatéral est celui dont la surface est 
la plus grande, 

. Soit OAB. le triangle maximum. Si deux côtés OA, OB 
étaient inégaux , il existerait un trian(;le de même base AB, dont 
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les deux autret côtét seraient égaux entre eux et formeraient la 
même somme que OA4-OB ; la surface de ce dernier triangle 
serait plus grande que 0A6 (n* iS) ; ce qui est contre Pkypo- 
thèse. Deux côtés quelconques OA , OB, sont donc égaux. 
Le triangle maximum est donc équilatéral. 

li. ThêorIme {fig. II). Lorsque deux circonférences ABDF, 
ABGE^ se coupent en A et B, il en résulte les propriétés sui" 
vantes : 1". la droite CC, menée par les centres C, C\ est per-- 
pendiculaire sur le milieu m de ABj n^, la droite DE, qui 
joint les extrémités D, E, des diamètres AD, AE, est perpendi- 
culaire sur AB ; 3®. DE passe par le point By 4"« I^E est la plus 
grande des droites menées par le point B, et terminées aux cir» 
conférences données, 

i«. On a CA = CB, CA = CB ; la droite CCT est donc per^ 
pendiculaire sur le milieu m de la corde AB. 

a*. La proportion évidente AG : CD :: AG' : G'Ë , exprime 
que ce est parallèle à DE; mats CG' est perpendiculaire sur 
AB ; DE est donc perpendiculaire à AB. 

3**. Cherchons par quel point de AB passe DE. Soit K ce 
point; la droite DKE, parallèle à CC% donne AC:CD :: Am:mK. 
Mais y AC = CD; donc Ams=mK. Or, AmssmB; donc 
inKacmB. Le point cherché K tombe donc en B. 

4^ Si par le point B on mène une droite quelconque FG, 
cette droite sera toujours plus petite que DE ; car, en joignant 
AF et AG , les angles AF6, ADB, seront égaux , comme ayant 
chacun pour mesifre la moitié de l'arc A/iB. Par une raison 
semblable, l'angle AGB=AEB. Les triangles AFG, ADE, sont 
donc semblables, ce qui donne AF : AD :: FG : DE. 

Mais, la corde AF est plus courte que le diamètre AD;.FG est 
donc plus petit que DE. 

tif. TaBOR^MBC^^. 12). Selon que deux cercles se touchent 
extérieurement ou intérieurement^ la distance 00' des eenires 
O , Ô', est égale à la somme ou à la différence des rayons* 

Cela se réduit à faire voir que le point de tangence est sur 
la droite qui joint les centres; or, s'il se trouvait hors de cette 
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droite, en B parettmple^ en abaissant la perpendiculaire BC 
sur 00', et prolongeant BG d'une quantité GB'ss BC, le point 
B'appartiendraitaussiaux deux circonférences. Parconséquent, 
les deux cercles se couperaient; ce qui est contre Thypothèse. 

16. TaÉOBÂME. {Jig* i3). Lorsque deux cercles se coupent, la 
dislance OO' des centres est plus petite que lasommedes rajronê 
OA, O'A , et plus grande que leur différence. 

En effet, soit A un des points d'intersection; en menant 
les rayons OA , O'A , le triangle OAO' donnera 

00'<OA+0'A, OA<OO'+0'A; d'où O0'>0A— O'A. 

iT. TnioiiiME (Jig. i4e/ i5). Lorsque deux cercles ne se ren* 
contrent pas, la distance des centres est plus grande que la 
somme des rajrons , ou plus petite que leur différence. 

Cela est évident à rinspection des figures; la première rela- 
tion a lieu lorsque les deux cercles sont ex térieurs {fig* 1 4) 9 ^^ 
la seconde lorsqu'ils sont l'un dans Vautre {fg* i5). 

18. Théorème {Jig» 16). Lorsque deux circonférences CSyO EL 
se coupent en deux points A, B, si la seconde passe par le cen^ 
tre C de la première, et si par le point A on mène une sécante AV. 
commune aux deux cercles, qui rencontre la circonférence 
OA, en D, la corde DB sera égale à DM. ' 

Conduisez le diamètre ACS et les cordes AB, BM, BS, CB. 
L'angle extérieur d'un triangle étant égal à la somme des deux 
angles intérieurs opposés, et les angles qui ont leur sommet 
sur la circonférence étant égaux lorsqu'ils s'appuient sur Je 
même arc, vons aurez 

■ 

CS=:CB, CBS = CSB, ASB=:AMB, ACB=nADB, 

ACB =s CBS + GSB = 2CSB = aASB = aAMB, 

ADB s:= DMB + DBM = AMB + DBM. 

Mais , ACB = ADB ; donc aAMB = AMB + DBM. 

Vous en déduirez , AMB = DBM. ou DMB = DBM. 

Les angles DMB, DBM, étant égaux, les côtés DB, DM 
sont égaux* Ce qui démontre le principe énoncé. 
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i9, THÉoiiHE (Jt^. 1 7). Si deux cercles se toMêcheni exiérien-* 
rementou intérieurement en un point "M., et que par ce point 
on mène deux sécantes quelconques AB, CD^ on aura 

(î) MA:MB ::MC:MD, ou (2)... MA:MB'::MC:Miy. 

Pour le démontrer : menés la droite £F par le» centres O, 
0% O*, des cercles donnes ; cette droite passera par le point M 
de contact (u° 1«). Tirez AE, CE, DF, BF, D'F, B'P; le« 
triangles rectangles MAE, MBF^ MB'F, seront semblables , 
ainsi que les triangles MCE, MDF, MD'F'; ce qui donnera 

MA : MB : MB' :: me : MF : MF' :: mc : md : md'. 

Cette suite de rapports égaux conduit aux proportions (f) 
et (2). 

Remarque. Les proportions (i) et (2) donnent 

ma+mb:ma:;mc+md:mc, ou (3). . . ab:am::cd;cMî^ 
B'm:ma-.B'm::P'M:mc-.md',ou(4)...b'M:b'a:;D'M:D'c. 

fiO. Théorème (7?^. 17). Lorsque deux cercles OM, O'M, se 
louchent extérieurement en M , si par deux points A , C, pris 
sur une des circonférences, on mené des tangentes AT, CT', à 
Vautre circonférence, et si Von tire les cordes AM, CM, on aura 

(5)... AT: CT'::AM: cm. 

En efiet^ la proportion (3) du n° 19 donne 

AB X CM = AM X CD. 

D'ailleurs, AT'= AM X AB, CD X CM =: CT'. 

!^a1|int le produit des trois premiers membres de ces équa- 
tions , a^u produit des seconds membres, on trouvera 

SÎxAT — ZmxCT'* d'où CMxAT = AMxCr. 

Ce qui démontre l'exactitude de la proportion (5), 

ai. Théorème {fig, 18). Le quarré du côté du pentagone ré' 
gulier inscrit dûns le cercle, égale le quarré du rajron^ plus le 
quarré du côté du décagone régulier inscrit dans le même cercle. 
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Soienti AB le côté du pentagone , et AD celui du décagone ; 
en prenant Fangle droit pour l'unité d'angle, on aura 

angle AOB ^ f , OAB = OBAsss |, AOD = l~{ AOB. 

Si l'on divise l'angle AOD en deux parties égales par la droite 
OC y et qu'on mène les droites CD, 6D, on aura CA = CD; les 
triangles isoscèles AGD, ADB, ayant l'angle commun A ^ seront 
•en^blables et donneront 

AC : AD :: ad : ab * d'où (o . . . ad*= ab x ac. 

Le triangle OBC est isosçèle , car 
angle BOC = AOB — AOC= f — | == | = angle OBA. 

Les triangles isoscèles AOB, BOC, ayant l'angle commun B, 
aont semblables et donnent la proportion 

BC : BO :: Bo : ab, d'où (a). . . 55'= ab x bc. 

Ajoutant les équations (i) et (2) membre à membre, il vient 

ÂD + BO = àB (AC + BC) =r AB^'Ce qu'il fallait démontrer. 

fis. TsÉoBiME. (Jjg» 19). Lorsque d'un point quelconque, 
situé dans T angle formé par deux côtés contfgzts d'un parallélo' 
gramme f ^n tire de^ pevpendimulaires sur ta diagonale H sur 
les côtés contigus, le produit de la diagonale peur la perpendi- 
culaire menée sur sa direction, est égal à la différence des pro* 
dutt^ des éeux côtés du parallélogramme, par les perpendicu^ 
laïres menées sur ces côtés. Si le point était hors de l'angfe 
formé par les deux côtés du -jinrallélogramme , le premier 
produit serait éffcil à la somme des deux autres. 

Par les points M, 771, menez des perpendiculaires MH , ME, 
MG, mhf me, mg^ sur là diagbnale et sur les côtés dU parallélo- 
gramme A6DC, et lirez les droites MA, MB, MD, mA, mB, 
mD ; vous Hiirez 

triangle MAD ==; A6D + MBD — MAB, 
triangle m AD = ABD + mBD + mAB. . 

Évaluant les surfaces de çesJriangles , et doublant les deux 
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membres de chaque égalité, il viendra 

AD X MH = BD X GT + BD X MT — AB X ME 
as BDx MG— AB X ME = AC X MG — AB X ME, 

AD X mA =s BD X «^l + BD X m/ 4- AB X me 
=:BDxiwg'+ABx me = ACXm^ + ABxme, 

Ce qui démontre le principe énoncé. 

23. ThAoràme {fig* 20). La somme de» quarrés des queHre 
côtés d un parallélogramme ABCD^ est égale à la somme des 
quarrés des deux diagonales. 

En e£fety les diagonales AC, BD, se coupant mutuellement en 
deux parties égales , les triangles ADC, ABC, donnent (n® i) 

Da' + DC = 2D5'+ alÔ) Bi'+ BC* = aBO + âAO.' 
Ajoutant ces équations membre à membre, et observant que 
2DÔ' + 2Bâ'= 4BÔ"= (aBO)> = BD', 4A0 = Ic* 

on aura DA + "dc'+ Ba'+ BC' = Bd' + AC! 

24. THÉoRinE (. /?^. 21). Si Von divise proporlionnellemenL 
les côtés opposés d'un quadrilatère ABCD, de sorte qu*on ait 

(!)..• DG : GC :: ah : hb, ae : ed :: bf : fc, 

les droites GB, £F^ se couperont en un point O, et Von aura 

(2). . . EO : OF :: ah : hb, ho : og :: bf : fc. 

Par les points £, D, C, F, menez les parallèles Ea,D6, Ce, 
Fdf à GH. Les droites D&, Ce, étant parallèles, vous aurez. 

*H : Hc :: DG : GC :: ah : hb, 
d'où AH— iH : hb— Hc :: ah : hb, 

c'est-à-dire (3)... kb : Bc :: AH : HB. 

Les triangles semblables AE«, ADd, et BF^, BCc, donnent 

ka : ab :: AE : ed, et Bd : de :: bf : fc ; 

et puisqu'en vertu de (1), les seconds rapports de ces deux 
proportions sont .égaux, on di ka\ ab \l 'M \ dc\ d'où 

ka + a* : Bii + de V. ka \ Brfj 
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ce qui retient a Ab l Bc :: ka ; Bd', 

et à cau8ede(3), ona AH : HB :: kalBd; 
cette dernière proportion donne 

AH— Ail : HB — B^ :: AH : HB, 

c'est, à-dire aU : HJ :: AH : HB. 

Mais à cause des parallèles £a, GH, F^, on a aussi 

ûH:H</:: EO :0F. 

Donc enfin, £0 : OF :: AH : HB. 

On démontrerait de même que HO : OG :: BF : FG. 

GoBOLLAiRB (Jig. 32). Les proportîous (i) et (a) démontrent 
que si les pojnts H., F, G, £, sont les milieux des côtés du qua- 
drilatère AfiCD^ le point sera le milieu des droites GH, EF» 

Il est d'ailleurs facile de s'en assurer directement; car, menez 
EG,GF,FH,HE, AC,DB; les droites EG, HF, parallèles à AC, 
seront parallèles entreelles, ainsi que les droites EH, GF, toutes 
deux parallèles à DB ; donc la fi||ttre EGFH sera un parallélo- 
gramme; et par conséquent les diagonales GH, £F, se couperont 
mutuellement en deux parties égales. 

flï$. JBionhtE {fig. 22). Dans tout quadrilatère , la droite 
qui joint les milieux des deux diagonales , et les deux droites 
qui joignent les milieux des côtés opposés, se coupent en un 
même point qui est le milieu de ces trois lignes. 

Soit ABCD un quadrilatère. Par les milieux I, K, des diago- 
nales AG, BD, menez la droite IK, et tirez une droite par les 
milieux £, F, des côtés opposés AD, BG; les deux droites 
EF, IK, se couperont en deux parties égales. En effet, tirez 
les droites El, IF, FK, EK ; la figure EIFR sera un paral- 
lélogramme, car les côtés El, KF, parallèles à DG, sont pa- 
rallèles entre eux , ainsi que les côtés IF, EK, tous deui[ parai» 
lèles à AB. Le point O est donc le milieu des droites EF, IK ; 
or nous avons vu <n' M, CoroL) que les droites EF , GH , se 
coupent mutuellement en deux parties ^ales ; les droites IK, 
GH, passent donc par le milieu de EF; ce qui démontre le 
principe énoncé. 
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S6. TflioBiMB {Jig* vx). Dans tout quadrilatère, la somme des 
quarrés des deux diagotuties est dùuble de la somme des quat^ 
rés des deux droites qui joignent les milieux des côtés oppoiés* 

Soient, H, F, G, £^ les milieux des côte's du quadrilatère 
ABGD \ joignez ces points par des droites; la figure HFGE sera 
un parallélogramme , et Ton aura AC*= aCE , BD = aOF. 

Mais le théorème du n^' 95 donne 

ipÊ+4GF==a(GH V Èf'). 
D'ailleurs, 4GÊ+ 4GF = (2GE)' + (aGF)« = ÂC + BD \ 

Donc , ÂC + BD ~ 2(gh'+ Êf') . 

2^. TuEOfiÈME {fig* 23). Lorsqu'un quadrilatère est inscrit 
dans un cercle , le rectangle des deux diagonales est égal à la 
somme des deux rectangles des côtés opposés. 

SoitABCD le quadrilatère inscrit; tirez les diagonales AC , 
BD; menez la droite CG, sous l'angle DCG = BCA ; les angles^ 
DCA , BCG, seront égaux ; d'ailleurs l'angle CAD=: CBD; les 
triangles ACD , BCG, sont donc équiangles et semblables. On 
a donc 

BC : BG :: ac : ad , d'où (i). , . ac x bg = àd x bc. 

Les triangles GGD, BCA, étant équiangles, et par conséquent 
semblables, on a 

cd:gd::ac:aB; d'où (2),.. acxgd=abxcd. 

Ajoutant les équations (j) et (2) membre à membre, il vient 

AC X BD= AD X BC + AB X CD. 
Ce qui démontre le principe énoncé. 

. 28. THÉOBii^B {Jig* 24), Tout quadrilaére dans lequel là 
somme de, deux côtés opposés est égale à la somma des deux 
autres côtés ^ est circonscriptible au centre. 

Soit ABCp le quadrilatère donnée etsupposoi» qu'on ait 

CD + AB = BC + AD. 

On peut toujoui9 décrire un cercle tangent aux trois côtés AB, 
AD, BC; à cet effet, il suffit de diviser les angles A, B, eu 
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deux parties ^«les par les droites AO, BO ; le point O d'inter- 
section de ces deux droites est le centre du cercle demandé , car 
les perpendiculaires OE, OH, OF, sont évidemment égales. 

La question se réduit donc à démontrer que la perpendicu-^ 
laire OG au quatrième càté€D, est égale à OH. 

On a , par hypothèse , CD + AË =r BG + AD , 
et il résulte de la construction que AE sa AH, BE= BF. 

On en déduit 

CD+AB — AE==BC+AD — AH, €0 + BE=:BC + DH, 
CD = DH + BC — BE = DH + BC— BFzr DH +CF. 

Or, CD = DG+GC; donc (i)... DH4.CF = DG+GC. 

Dans les triangles rectangles OHD, OFC, les côtés OH.OF , 
étant égaux ^ on a 

OD'— DH*= OC — CF ; d'où OD— OC = DH*-^ CF.' 
Les triangles i^ctangles OGD, OGC, ayant le côté OG com* 

mun, donnent OD — OC = DG — GC. 

Donc DH"— CF'=Dg1-GC' ou 

(DH + CF) (DH— CF) = (DG + GC) (DG— GC). 

Or, (i)... DH+CF x=DG-fGC; 

donc (2)... DH — CF =DG— GC. 

Ajoutant les équations (1) et (2), il vient DH = DG. 
Les triangles rectangles DOH , DOG, sont donc égaux; 
on A donc OGses OH. Ce qui démontre le théorème énoncé. 
La réciproque est wnie. 

29. Théobème. (jîg. 25, I**). Soit ABCD un quadrilatère; si 
Vén décrit quatre cercles, de manfère que chacun d'eux soit tan-' 
gent intérieurement à trois côtés du quadrilatère, tes centres de 
ces quatre cercles seront sur une même circonférence. 

En effet, tirez des droilesAF, BFj CH, DH, {fg. 25, î*^), qui 
divisent les angles A , B, C , D, en deux parties égales, 4elles se 
couperont respeettyeifient en quatre points F, G, H, E^ qui 
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seront les centres des quatre cercles tangens intérieurement à 
trois côtés du quadrilatère. 

Il s'agit de prouver que ces quatre points sont sur une même 
circonférence. Cela revient à démontrer que le quadrilatère 
EFGH est incriptible dans un cercle; c'est-à-dire que la 
somme de deux de ses angles intérieurs opposés est égale à 
deux angles droits. Or, on a (Jig, 25, i®), 

A + B + C + D = 4oo* , 
angle AED = aoo« — ik^\ D=HEF, 
angle BGC = 2oo« — ^B — i C =HGF. 

Donc, HEF4.HGF = 4oo« — HA+B + C+D)=2oo». 
Ce qui démontre la propriété énoncée. 

Remarque {Jîg. 25, 2^). Si Von prolonge indéfiniment les 
quatre côtés iTun quadrilatère ABCD^ et si Von décrit quatre 
cercles de manière que chacun d'eux soit tangent extérieure^ 
ment à F un des côtés du quadrilatère et aux prolongemens de 
deux autres côtés, les centres "E, F, G> H> de ces quatre cercles 
seront pareillement sur Une circonférence. Pour démontrer 
cette propriété , il suffit de remplacer les angles intérieurs A , 
B, G, D, du quadrilatère ABCD, par leurs supplémens. 

PROBLÈMES DE GÉOMÉTRIE. 

§ IL Construction de Lignes proportionnelles et de 

Rectangles. 

80. pROBLÈMV {fig* 26). Construire une quatrième propor- 
tionnelle géométrique à trois lignes données, «, C, y. 

Sur deux droites indéfinies, ME, MF, qui font entre elles un 
angle quelconque, prenez des parties MA=«, MB=f , MO =:y; 
tirez AB, et conduisez une parallèle GDà AB. La longueur MD 
sera la ligne cherchée, car les triangles semblables MAB, MCD, 
donnent, MA : MB :: MG : MD, ou « : C :: > : MD. 

Rbkarqvb. Lorsqu'on veut trouver deux lignes proportion^ 
nettes à deux lignes données, «^, Qj on prend arbitrairement 
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la longueur )/ ; la constiiruction précédente détermine la valeur 
correspondante de MD ; y et MD sont les lignes demandées. 

51. PaoBtÈHE {fig' 27). Construire une mqj^enne proportion^' 
nelle géométrique entre deux lignes données , «^ C. 

Tirez une droite CD \ prenez des parties PA = « , PB s: C ; 
sur AB comme diamètre décrivez une demi-circonférence , et 
menez une perpendiculaire PN à CD. La partie PE de cette per- 
pendiculaire comprise dans le demi-cercle, sera la ligne deman- 
dée ; car en tirant les cordés A£, B£ , les triangles rectangles 
itemblables, APE, EPB, donnent 

PA : PÈ :: pe : PB, ou « : PE :: pe : c. 

SIK. PaoBjuiiiE {fig. 28}. Connaissant la différence i" de la 
diagonale au côté dun quarto, construire ce quarré. 

Faites un quarré quelconque A6CD; menez la diagonale AG; 
prenez AF = /, CEscGD^ tirez ED, et menez FG parallèle 
à £D. Je dis que AG sera le côté du quarré demandé; en effet, 
sur AG| comme côté, construisez le quarré AGHM ; les trian- 
(jles semblables CDE, HGF, donneront CD : CE :: HG : BF. 

Mais , CE =;, CD ; donc HF ss HG. 

On en déduit, AH — HG= AH — HF t= AF =rir'. 

Le quarré AGHM jouit donc de la propriété demandée. 
' 55. PftOTBLèMB {ftg. 19). Construire un quarré qui soit équi- 

isolent 4 hjbis un quarré donné »'. 

Le côté inconnu x du quarré demandé pouvant être consi- 
déré comme une moyenne géométrique entre « et ii#, on prea-^ 
cira sur une droite indéfinie MI^,,deux parties PA;;=«, P€=rit«; 
sur AC^ômme diamètre, on décrira une demi-circor^fénince , et 
Von tirera mie perpendiculaire PG à MN ; la. droite PF sera le 
côte du quarré cherche,, car le triangle ^recttanglc AFC donne 

PFœPA-X PGœ« X nM=:néi\ 
54. PaoBLÈME {Jig. 3b}. €onsiruin un rectangle dont la sur-' 
face soit équivalente à un quarré donné c% et , tel^ que la 
somme où la différence de deux côtés adjacens soit égalç à une 
ligne connue ^l, 

R, Géométrie, a 
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Prenez AG =- 2/; sur AG comme diamètre, décrivet une 
circonférence ; menez CD perpendiculaire à CA , et prenez 
CT = c. Cela posé : 

1^. Si la somme des côtés adjacens du rectangle doit être égale 
à 2/, tirez TF parallèle à CA , et FP perpendiculaire à CA. Je 
dis que AP et CP seront les côtés du rectangle demandé ; car 

AP 4- CP s= AG ssa^ et Ton a AP X CP = Fp'= CT « c\ 

Remarque. Pour que cette construction réûs$i3se, etq^e pair 
conséquent le problème soit possible, il faut et il suffit que la 
droite TF rencontre la circonférence décrite avec le rayon 
OA = 0G=/ ; ce qui exige que CT ou c, ne soit pas plus grand 
que -; AG ou que /. Il faut donc que c=:/, ou que c<^/. 

Quand on ne donne que le périmètre 4^ du rectangle, sa sur- 
face c* peut varier; mais la plus grande valeur de cette surface, 
ou son maximum, est /', e'est-à-dire le quarré construit sur 
le quart du périraèti'^. 

Il en résulte que le plus grand de tous les rectangles de 
même périmètre est le quarré. 

On peut le démontrer directement; carie périmètre étant 4/» 
si l'un des côtés du rectangle est 1+ Xjle côté adjacent sera 
/* — x; la surface de ce rectangle sera (/-f.jr)x (/ — x}ou 
l* — :r% et le maximum de cette surface a lieu quand jt 370, 
c'est-à-dire quand les côtés du rectangle sont égaux. 

Lorsqu'on ne donne que la surface c* du rectangle, le péri- 
mètre 4^ de ce rectangle est variable; mais le minimum de /^l 
est ^Cf et le rectangle devient un quarré. 

Ainsi, de tous les rectangles de même surface, celui qui a le 
plus petit périmètre est le quarré. 

a*. Si la différence des côtés adjacens du rectangle doit être 2/, 
tirez la droite TOB. Je dis que TB et TK seront les côtés ad- 
jacens du rectangle cherché ; car TB — TK = BK = 2/, et TG 
étant une tangente an cercle OG, on sait que 

TBl TG :: TG : TK; d'où TB X TK = fc = c\ 

Ce problème est toujours possible. 
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59. Frobi4ii|k ( /î^. 3i). Trois droùesIAS , FQ, RS^ se cou» 
pan$ deux à deux en. A, B> C, cotutruire un quarré qui ait deux 
somnteU lur ilNj ^i dùni les deux attires, sommées soient respee^ 
iif^mçnt sur PQ ei AS. 

Co^^nm^ 9Wr. BC U quarré BGKD ; ikez la drotU AD qui 
coup^r^i BÇ «a £; meuea £F perpendiculaire tor BÛ.Jedîs 
que £F sera" le côté du qoarré cherché; c'e8t*à««dire que n Fou 
mène FG perpendieidaîr^ à ËF, on aurif FGcsEP. En efiec, 
les perpeadiculaires FG, BC^ à ^F, sont parallèles^ et les per- 
pendiculaires EF, DSy à BC^ sont aussi parallèles ; donc 

FG:BG::AF:AB::EF:DB. Or, BC = DB; donc FG=EF. 

Si l'on construit sur BC un autre quarré BCK'D'; et si Ton tire 
par les points D', A, une droite qui rencontre MN en E", la per- 
pendiculaice ET' à MN sera le côté d'un deuxième quarré 
E'F'G'Q' ^ui satisfera à la qi^estion. On le démontrerait par 
des raisonnemens analogues aux précédens. 

§ IIL Constructions de droites e^ssujéties à des 

conditions données. 

56. PROBLèic£« Mener un^ êangenle commune à deux cercles. 

Soit T/ la tangente demandée qui touche les cercles CD^ cd^ 
(fi0f ?^) au^ ppi.nls T , / y e.t dont le prolongement rencontre 
en 3 ia dr/oite MN men^ée par les centres, Ç, c. Si le point B 
étaîf çppuu^ la qu.es.tiçii gérait ramenée à conduire par qe point 
une tangente à l'un des cercles, cette droite serait tangente 
à r.^utre ,cerçlç. 71 suffit 499^'^^ dét^r^iu^er \f^ .^i^tancfc €B. 
Pour y parvei^ir^ 0^ tire une paic^Uèle cp à BT; lesi'^ypns 
€Ty çt^ étant perpendiculaires 4 la lanjgente BT, sont paral- 
lèles^ çt le,9 triangles semblables C^c, CTB^ donnent 

Ç£:CT::Cc:CB, ou (i)... ct — c/:ct::Cc :cb. 

Or^ on connaît les rayons CT, c/, et la distance Ce des centres; 
la proportion (i) déterminera donc CB, (n® 30). 

Menant par le point B deux tangentes BT, BT\ à:run des 
cerclçfi , ejiks seront jUn^ntea à l'autre cercle. 
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RsMABQoe. La proportion qui donne GB, exprime seulement 
que les rayons CT, ct^ sont parallèles. Par conséquent, si Von 
tire une droite par les extrémités D, d, de deux rayons parallèles 
quelconques CD, cd^ situés d'un même côté de MN, cette droite 
rencontrera MN au même point que la tangente commune aux 
deux cercles (^). Ce qui fournit un moyen très simple de cons- 
truire le point B. 

Il est facile de voir qu'on peut encore mener deux autres tan- 
gentes communes Tfi't, T'B'/', (Jig. 33), aux cercles donnés. 
Pottr trouver le point B' ou la tangente T/ coupe la droite Ce 
qui joint les centres G, c, on tirera la droite GTA, et l'on con- 
duira une parallèle cEktT ; les triangles semblables Cpc^ GTB' 
donneront 

Cp : GT :: Cc : cb', ou CT+a : ct :: Gc : gb'. 

Cette dernière proportion déterminera l'inconnue CB'. 

On verra , par des raisonnemens analogues à ceux de la re- 
marque précédente, que pour construire le point B\ il suffit 
de tirer une droite Ddj par les extrémités D,^, de deux rayons 
parallèles quelconques CD, cd^ situés de part et d'autre de MN; 
cette droite rencontrera MN au point B' cherché; et en tirant 
parce point deux tangentes T/, TY, à l'un des cercles, elles 
seront tangentes à l'autre cercle. 

Cela posé : lorsque les cercles sont extérieurs l'un à Tautte et 
n'ont aucun point commun, les constructions précédentes dé- 
terminent les quatre tangentes communes que l'on peut mener 
à ces deux cercles. 

Si l'on conçoit ensuite que les cercles se meuvent de ma- 
nière que leurs centres, c, C, se rapprochent, les cercles de- 
viendront tangens extérieurement, et les deux tangentes TB'i, 
T'BY, se réuniront en une seule; ensuite, les cercles se cou- 



(*, On peut d^ailleurs s^en assurer, car en tirant la parallèle cq à BD, lei. 
triangles semblables Cqcy CDB, donnent 

c^ :CD::Cc:CB, ou (2)... CD-.rrf:CD :: Cc: cb, 

•t les proportions (i), (a), fournissent évidemment la même râleur de CB , 
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pant, il n'existera plus que deux tangentes communes; les 
centres continuant à se rapprocher, les cercles deviendront 
tangens intérieurement, et les deux tangentes précédentes se 
confondront; enfin, quand les cercles seront Tun dans l'autre , 
ils n'auront plus de tangente commune. 

W. Problème {fig» 34). Sur une droite MN, mener une 
perpendiculaire SS' telle» que la différence des quarrés des dis^ 
tances de Fun de ses points aux extrémités M et N^ soit égale à 
un quarré connu i^. 

Soit P le point de SS' qui jouit àe la propriété demandée \ si 
l'on tire les droites PM, PN, et si Ton suppose PM ^ PN, on 

devra avoir, PM^-PÏTLj^. 



Or, PM=MQ + PQ, PN=NQ + PO; 

on en déduit, PÂJ— PN=QM— QN* 

Cette dernière égalité ne contenant pas la distance PQ du 
point P à la droite MN, il en résulte que si l'on détermine le 
pied Q de la perpendiculaire S&' à MN, de manière que 

MQ — NQ = ^*, tous Us points de cçtte perp<Qpdiculaire 
jouiront de la propriété demandée. 

lia question est donc réduite à déterminer sur la droite don- 
née MN^ un point Q tel que l'on ait 

(i)... MQ'— NQ^4^^ 

0r,MQl-NQ4(MQ+NQ) (MQ— NQ)rî=MNx(MQ— NQ). 

D'ailleurs, en prenant le milieu F de MN^ ou a 

MQ=MF + FQ, NQ = NF-.FQ=:MF— FQ; d'où 

MQ — NQ = 2FQ. 

La relation (1) se réduit donc à 

MN X 2FQ=» ^; d'où 2MN : cT :: Jh : fq. 

La distance Inconnue FQ est donc une troisième proportion r 
>i^Ue géom^tritjue aux dçux lignes connues 2MN,^. 
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Suivant valeur ^ - de FQ est inférieure , ét:ale ou 

que la ^MW 

supérieure à { MN, on en déduit /<]MN, ou /"ssMN, ou 

Réciproquement , selon qu'on a /*<[ MN , ou /=: MN, ou 
^[>'MN, on peut en conclure que la valeur de FQ <st iufe'- 
rieure, égale ou supérieure à ^ MN ; de sorte que le point cher- 
ché Q tombe entre F et N, ou en N , ou sur le prolongement 
NH de MN. 

On peut encore construire la perpendiculaire demandée ^ de 
cette autre manière : prenez MA ^Z"; menez AD pefpendicu* 
laire à MN, et portez sur AD une partie AG telle que les arcs 
décrits des points M, N, comme centres avec tes rayons MC,€A , 
se coupent en un point P; la perpendiculaire PQ à MN, jouira 
de la propriété demandée ; car^ d'après la construction, on a 



MP = MC, NP = CA, PM — PN= CM— CA = MA = ^. 

58. Problème (Jig. 35). Connaissant deuxpoirus A^ B> ei une 
droite Gli, tirer deux droites AC, BG, qui se coupent Jirr GH > 
de manière que V angle AGG:= BCH. 

Menez BF perpendiculaire sur GH ; prenez DE =s DB ; titez 
A£ ; le point G, où AË coupe GH, jouit de la propriété deman- 
dée. En effet, si l'on mène BG, les triangles rectangles GDB, 
GDE , seront égaux ; les angles BGH , EGH, seront donc égaux. 
Mais, l'angle ECH = ACG; donc l'angle ACG = BCB. 

39. Probu^me {fig* 35). Étant donnés deux points B^ N> dans 
un angle connu HMT, mener par ces points des lignes BC, NQ, 
telles y qu'en tirant la droite CQ, les angles BCH , QCM, soient 
égaux entre eux, ainsi que les angles GQM, NQT. 

Menez BF et NK respectivement perpendiculaires sur HM et 
MT; prenez DE = DB, RP =RN; la droite EP coupera les 
côtés de l'angle donné en G et Q. Les lignes BG, CQ, NQ, satis- 
feront aux conditions du problème ; en effet, les triangles rcc- 
Ungles BDC, EDC, sont égaux ; donc l'angle BGH=:ECHse:QGM. 
On prouverait de même que les angles CQM, KQt, sont égnux. 
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Remarque. Les deux questions précédentes servent de fonde- 
ment â la ikéorîe du jeu de billard. En effet, on a reconnu par 
l'expérience qu'une bille qui vient frapper une bande de billard 
sous un certain angle, s'en éloigne ensuite sous le même angle; 
une bille qui, partant du point B {fig. 35), frapperait la bande 
MH en G, rencontrerait donc une bille placée en A ; cat* elle 
-suiivrait la route BCA, pour laqudle l'angle fiCH d'incidenee 
est égal à l'angle MCQ de réfiexiàn. 

On verra de même qu'en regardant MH et MX comme les 
bandes d'un billard , une bille qui , partant du point B , frap- 
perait la bande MH en €, suivrait la route BCAQM ; elle ren* 
contrerait donc une bille placée en N. 

4M>. PàoBLiMB ifig* 36). Par un point M^donné hors de Vùn- 
gle connu BAC, mener une droite MN, de manière que les par^ 
lies MN, MP, soient entre elles dans le rapport de deux lignes 
données, m, n. 

Tirez la droite AM, et prenez sur cette droite un point D 
tel, que vous ayez, mlnll MA : MD. Menez DP parallèle à AB; 
la droite MPN jouira de la propriété demandée. En effet, DP 
étant parallèle à AB, on a MIS : MP :: MA : MD. 

Mais, MA : MD II m l n; donc, MN : MP :: m : n. 

41. Problème (Jig» 37) Par un point M, pris hors de l'angle 
hkC, mener une droite MN telle, que le rectangle MN X MP 
des parties MN, MP, soit équisfalent au quarré donné i"". 

Tirez MS perpendiculaire à AC, et prenez sur MS une partie 
MQ telle , que vous ayez 

MR : / :: <r : mq; d'où mr x mq=i^s 

Sur MQ comme diamètre , décrivez une circonférence qui 
coupera 4B en N etN'; les droites MN, MN', résoudront égale- 
ment la question ; car en tirant la corde NQ, lies triangles rec- 
tangles MRP, MNQ, étant semblables , on a 

MR:MN::MP:MQ; d'où MNxMP=MRxMQ=r<r^ 

et Ton prouverait de mênit* que MN' X MP'r^ ^*. 
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Lorsque la circonrërence décrite sur MQ comme diamètre, 
coupe AB en deux points 'N, V\ le problème admet deux so- 
lutions ; quand cette circonférence n'a qu'un point commun 
avecAB, il n*y*a qu'une solution; enfin, lorsque la circonférence 
ne rencontre pas AB ^ le problème est impossible. 

49. PaoBLàMB (Jig. 38). Dans un angle connu HBK, inscrire 
une droite PQ égale à une ligne donnée «> de manière que Van^ 
gle PQB soit égal à un angle donné t. 

Par un point quelconque G de BK, menez une droite CD 
sous l'angle BCDrrJ'; prenez CSs*, et tirez SP parallèle i 
CB ; la parallèle PQ à DC, sera la ligne demandée , car 

l'angle PQB = DCB=«r, et PQ=:SC = «. 

Cette coustruction donne le moyen d'inscrire dans un angle 
donné une perpendiculaire à un des côtés de tangle , qui soit 
égale à une ligne donnée^ car il suffit de supposer que /est un 
angle droit. 

n. PnoBLiMK (Jtg* 39). Par un point M, pris sur la droite 
AB qui divise V angle BAC en deux parties égales , mener une 
droite de manière que la partie de cette droite comprise dans 
Vangle donné'BAC soit la plus petite possible. 

l.a perpendiculaire SV à AR , menée par le point M , jouit 
delà propriété demandée. Pour le démontrer, il s'agit de (aire 
voir qu'eu tirant par le point M une oblique quelconque Sa:, 
onauraN'P'<NP. 

Si Ton mène Ar perpendiculaire à Sx, et N'Q parallèle à AC^ 
on aura 

sufface ANP = i Ar X NP, sur/ace AN'F :=: ^ AMx N'P', 
surface ANP = AN'MP + MN'Q 4- QNN' , 
surftce AN'P'rr: AN'MP + MPF. 

D'ailleurs, les triangles, AMN', AMP', étant égaux, comme 
ayant un côté commun adjacent à deux angles égaux, on a 
MN'=MF. 

Les triangles MN'Q, MPF, sont donc égaux, comme ayant 
un côté égal adjacent h deux angles r^gaiix. Par conséquent^ 
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surface ANP = AN'P' + QNN', et jfufface ANP > AN'F j 

donc Ar X NP > AM X N'P'. 

Or, la perpendiculaire Ara Sa:, est plua courte que roMique 
AM ; il faut donc que NP > N'P'. 

La ligne N'P' résout donc le problème. 

i'« Remarque. Le triangle AK'P' est le plus petit de tous les 
triangles déterminés par les droites menées par le point M de la 
droite AR; car loul autre triangle ANP serait plus grand que 
AN'F, de la quantité QNN'. 

a* Remarque. L'inégalité, 5iif^ceAN'P'< ANP, eiige seale- 
inent que les triangles MQN', MPP', soient égaux ; or, pour que 
CCS triangles soient égaux, il suffit que MN' =MP'. Par consé- 
quent, j//7iir t/n pointa, pris arbitrairement dans l* angle 
donné BAC {ce point n'est pas assujetti à se trouver sur la ligné 
qui divise V angle BAC en deux parties égales) , on mène une 
droite S'a^ . telle , que les parties MN', MP', de cette droite com^ 
prises dans F angle BAC soient égales entre ^lles (*), la surface 
du triangle AN'P' sera plus petite que celle de tout autre 
triangle ANP^ dont la base NP passerait par le même point M. 

44. Problème {fig. 39). Par un point 'M., pris sur la droite 
AR qui divise Vangle BAC en deux parties égales , mener une 
droite Sx de manière que la partie NP comprise dans Vangle BAC 
soit égale à une ligne donnée i". 

Sur la droite D^=^(/îg'. 4o), décrivez un .çc^men/DGj*, ca- 
pahle de Vangle donné BAC ; prenez le milieu F de Tare DFj^ ; 
tirez la droite Fj-; construisez un rectangle HIKL (fig* 4' ) 
équivalent au quarré fait sur F j", et tel que vous ayez HI — IK 
xs= AM (n® 54, 2**); du point F comme centre, avec le rayon HI, 



(*) Pour tirer par le point M une droite N'F telle que MN' = BIF , con- 
duisez par ce point , la parallèle ME à CA ; prenez EN'= EA ; la droite SV 
menée par les points, N' , M, jouira de la propriété demandée; car ME étant 
parallèle i PA on a 

MF; MN'::EA:EN'} or, EN'ssEA; donc MN'^sMP'. 
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décrivez l'arc rp; cet arc coupera Tare DGj- en un point G ; 
tirez GD, et prenez AN s: GD. 

La droite Sx^ menée par les points N, M, jouira de la 
{Hropriélé demandée. En effet, tirez GF et G^; les angles FG;^, 
Dj-F, sont égaux , car ils ont pour mesure les moitiés des arcs 
égaux Fj- , DF; les triangles GF j-, OF^, ont donc Un angle égal 
et un angle commun ; ils sont donc semblables ; on a doue 

GF : Fj- :: Fj : fO; d'où gf x fo = f>? 

Or, Fr = HIKL=HIxIK; 

donc GFxFOa=HIxIK. Or, GF = H1; donc FO = IK. 
On en déduit, GO = GF — FOi=HI — IK=AM. 

Mais y AN =t GD, AM =& GO , et les angles NAM, DGO, sont 
égaux ; les triangles N AM, DGO, sont donc égaux ; les angles 
ANP| GDj-f sontdonc égaux. Or, les angles NAP, DGj^, sont 
égaux par construction ; les triangles ANP, GDj^, sont donc 
égaux ; done enfin , NP = Bjr = J^. 

L'arc rp , décrit de F comme centre avec le rayon HI, coupe 
l'arc 'DGjren un second point G' qui fournit une seconde solu-^ 
tion du problème. 

Pour obtenir cette nouvelle solution, il suffit de conduire par 
le point donné M (Jig, 89) une droite P'N' perpendiculaire sur 
AR, et de prendre Kp = P'P ; la droite /^n, menée par les points 
/7, M, résout le problème. En effet, les triangles MN'/?, MFP, 
sont égaux comme ayant un angle égal compris entre côtés 
égaux; donc M/> = MP, et l'angle MpN = MP«; d'ailleurs 
i'dngle NM/7=7tMP; les triangles MpN, MP/i, sont donc égaux ; 
donc MN = Mn. Or, MP = Mp ; donc /ip = NP = ^. 

Remarque. La perpendiculaire P'N' à AM étant la plus courte 
de toutes les lignes qui , passant par le point M, sont inscrites 
dans l'angle BAC (n? 45) , et ces lignes pouvant croître indéfî- 
niment, il en résulte que, selon que i' sera plus grand que FN' 
ou égal à P'N', ou moindre que FN', le problème admettra deux 
solutions, ou une seule solution , ou sera impossible. 
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45. Problème (^g-^4^)» Par un point donné M> mener une 
droite teUe, que la partie de cette droite cùt^nse. entre dbux 
parallèles connues CB, PQ^ soit égale aune Mgâe donnée /% 

D'un point quelconque Vde PQ, comme centire» alFtcteràyou /", 
dëcrivez un arc qui coupera GB eu G el H; tirez les droites YG, 
y H ; les parallèles FE, SX, à ces droites, menées par le point M, 
re'soudront le problème ; cat les patallèles comprises entre pa- 
rallèles étant égales, on aura 

FE = VG = ;^et ST=2YE = ^. 

Remarque. La perpendiculaire VR à fiC, étant la plus courte 
distance des parallèles CB , PQ , il en résulte que , suivant que 
la ligne donnée ^ sera plus grande que VR^ ou égale à YR, ou 
plus petite que VR, le problème admettra deux solutions, ou 
une seule solution, ou sera impossible. La position du point 
donné M est d'ailleurs arbitraire. 

AS, Problèm£(^^. 43). Par unpoint'M , pris dans TangleBkC, 
mener une sécante ST telle, que la somme dessegmens A F, AG, 
isoit égale à Une ligne donnée i". 

Menez Mt) et ME respectivement parallèles aux côtés G A , 
BA, de Tangle donné; construisez un rectangle HIKL (Jig. 40 
équivaknt au rectangle des lignes AD, AE, et tel que 

BI + IK = J^ — (AD + AE) , (n« 54, i») ; vous aurez 
m X IK = AD X AE = ME X MD. 

Prenez DE = HI ; la droite ST, menée par les points connus 
F , M , sera la sécante demandée. En effet , MD et ME étant res- 
pectivement parallèles aux droites GA^ fi A, les triangles FDM^ 
MEG , sont semblables ; ou a donc 

df:md::me:eG; d'où dfxeg=mexmd. 

Mais, me X MD = Hl X IK et DF = HI ; donc 
DF X EG = HI X IK = DF X IK; d'où EG == IK. 

On en déduit, DF + EG = Hl + IK = J^ — (AD + AE) , 

et (DF 4. AD) + (EG + AE) = J* ; ou AF + AG = *. 
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La sécante ST résoui donc le firoblèiiie. 

& Ton prend DFsIK (fg. 43 et 40, la técanteST, menée 
par les pointsF', M, résoudra clément le problème. En elfet,Ua 
trianglessemblables F'DM, MEG\ donnent DP :DM : : £M :EG' . 

On en déduit, DF x EG'= DM X EM = IH X IK. 
Or, par construction, DF' = IK ; donc EG' = IH. 

Il en résulte, EG' + DF' = IH + IK = iT — (AD + AE), 

(EG' + AE) + (DF' + AD) = iT , ou AG' + AF' = ^. 

La sécante S^T' jouit donc de la propriété demandée. 

Remarque. La somme ^, dcssegmens AF, AG, peut croître 
indéfiniment , mais on voit que cette somme a une limite de 
décroissemcnt ; il y aura donc des cas dans lesquels le problème 
sera impossible. On en sera averti par l'impossibilité de cons- 
truirc le rectangle HIRL (fg. 40» 

47. PROBLàWE (^^. 43)» P^^ "'» point M, pris dans V angle 
RAG, mener une sécante ST telle, que la différence AF — AG 
des segmens AF> AG« soit égale à une ligne connue i". 

Menez des parallèles MD , ME , à GA et à BA ; construises 
(n* 54 , 2») un rectangle HIKL (Jîg, 4») équivalent au rec-«- 
tangte MD x ME, et tel que 

IH — IK = iT + MD — ME = ^ + AE — AD. 

Prenez DFs IH ; la droite ST, menée par les points F, M 
sera la sécante demandée. En effet, les triangles semblable^ 
DMF,EGM, donnent 

DFxEG = MDxME, 

Mais, MD X ME = IH X IK j 

donc, DF X EG = IH X IK ; or, DF = IH; donc 

EG = IK, DF — EG = 1H — IK = J^ + AE — AD, 
J^= (AD + DF) — (EG + AE) = AF — AG. 

La ligne ST est donc la sécante demandée. 
Le problème est toujours possible, car il est évident que la 
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différence AF •— AG peut passer par tons les états de gratis 
deur, depuis zéro jusqu'à l'infii^i. 

Cette construction suppose que ^-^ AE^ AI>. 

Si ^^4- A£ était moindre que AD, on conêtiruirait un rec- 
ungle HIKL {Jig. 40> équÎTatent au rectangle des lignes MD, 
ME, et tel que Ton eût ^ » 

HI-IK = AD — C/'+AE). • 

< 
Prenant DF=:IR, la droite ST menée par les points F et M 

serait la sécante demandée ; car on aurait 

DF X EG = MD X ME = 1K XIH; or, DF = IKj îonç, 

EG=1H, IH-.IK = EG — DF=AD-(ir + AE), 
^= (AD + DF) — (EG + AE) = iÔ^— AG. 

Si ^ + AE était égal à AD, le recUngle HIKL deviendrait 
un quarré, et la construction serait la même. 

Rejcuqdb. Par le point M, on peut miener une autre sécante 
qui jouisse de la propriété demandée. En effet, canstruisez un 
rectangle HrK'L' {fig. 40» équivalent au rectangle des lignes 
MD, ME, et tel que 

ÎTa — TK' = >+ AD —AE, (n» M, a"). 

Prenez W^V^\ et tire« la droite F'MG' ; youa'àurea . 

DF':DM::EM:EGV d'où DPx EG^^MDxMEaaJ'Hxnr, 

. . , , . , \ . • 

Mais , par construction,^ DF'=rK' -'^onc, ÈG'=rH ; donc 
BG'-.DF:^rH^rK' = *+Ap~AE; d'oi. 
4^=<EG'-^.AE)-.(DF'+ÀD)iBsAG^^AF. ' 

La sécante S'T jouit donc de la propriété demandise. 

4S. PaoBLàxÉ {Jig^ 44)* ^^ ^ sommet A €Pun angle donné 
BACj tirer une droite AD telle, qu^en menant par F un quelcon^ 
que de ses points des droites MP^ MQ, formant des angles con* 
nus m, €, a¥ec les côtés AC, AB> ces droites soient dans le rap^ 
port constant de deux lignes connues, y, ^* 

Par deux points Ë, F, pris arbitrairement ijur les côtés AC, 
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CondttUez la tangente PR au cercle OS ; tirez une sécante PC 
telle I que CE a: PR (n? ttl); tous aurez 

i^c : PR :; PR ; PE, ou PC : CE :: ce : pe. 

La sécante PC jouit donc de la propriété demandée. 

ils. PaoBiièiCE (^. 46 e/ 47)* Par un peint M, donné hors 
dun cercle CA , mener une sécante MN, telle que la partie PN, 
interceptée dans le cercle , soit à la partie extérieure PM, dans 
le rapport dedfiux lignes connues , m^C^ 

. Décrivez deux circonférences qui se touchent en B> et qoi 
soient telles , que le rayon C'B de la plus petite soit égal au 
rayon CA. du cercle donné, et que toutes les <:ordes BH^BD,etc., 
inei^ées par le pojnt.B , donnent 

m : c :: be : ed :: bk : kh :: bq : qr o. 

a.Du^ point C' comme eeotre ^ avec le my on CDobGMi décriiez 
un arc rs ; cet arc^ëoupeffa la circonférence BDHen D y tirez la 
droite BD; du point M comme centre, avec le rayon MN «sBD, 
débriTezun arc 7M%\ cet arc coupera la drconlércttce donnée 
en deux points N, N', et les droites MN, MN', résoudront ^« 
kmentla qu^tioii^ £n«ffet: 

if . Menez les droites CN , CP, C£ ; les triangles CNM , 
C'BD , sont égaux ; les angles .C3f M, CBO^ sont donc égaut ; or, 
ON 9s CB ; les triangles boscèles CMP , C'BE , sont doue 
égauxf('*'.*)}les cAtéaliP , BE, sont donc égaux. 

' Or; - ' Nrt tii BD ; doue PM = ED. 

I^a jp^roportion, BE : ED :: * : ^, devient PN : PM ;: « : ^. 

La sécante IfN jouit donc de la propriété demandée. 

a*. On prouverait de même que la sécante MN' satisfait à la 
question. 



(^) Pour construire ces circonférences y prolonges le diamètre connu BQ 
dVne qqaittité QR, telle que tous ayez^ « : C :: BQ : QR. La proportion 
du n*> 19 donnera, BE : ED :: BK : KH:: BQ ; QR :: * : C. 

<*') En effet, l'angle CNP=CPN=C'BEr=C'EBi les angles NCP, BCE, 
«ODtdoncégaux j et par conséquent lès triangles NCP, BCE, sont égaux. 
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5i. PnoBLiME {fig. 48). Connaissan*^ un cercle Dk, la sé^ 
cante indéfinie FB^ et un point M de FB> mener une sécante 
NH telle j que la partie GH comprise dans le cercle soit égale à 
une ligne donnée t", et que NH = NM. 

Du point A comme centre, avec le rayon /^^ décrivez Tare rs; 
cet arc coupera la circonférence en E. Par le point M et le mi- 
lieu P de TarcBEy menez la droite PH; du point H comme 
centre , avec le rayon/, décrivez TarcrV; cet arc coupera la cir- 
conférence en un point G. Par les points connus H, G, tirez 
la droite HN. Je dis que HN sera la sécante demandée. 

Il suffit de prouver que NH= NM ; car, par construction , 
GH = /. 

Les cordes AE, GH , étant égales, les arcs qu'elles sou ten- 
dent sont égaux; la mesure de Tangle NMH est donc 

1 (PB 4- GH + GA) =: I (PE + AE + GA) = i GAEP. 

Mais, ^ GA P est la mesure de l'angle NHM. Lesangles NMH, 
NHM, sont donc égaux. Les côtés NH , NM^ sont donc égaux. 

5tt. pROBLiME ijig» 49)* ^^^ "" ^^ points d* intersection de 
deux circonférences , mener une sécante telle , que la diffé^ 
rence des cordes qui en résultent dans les deux cercles soit 
égale à une ligne donnée J^. 

Soient KAB et K'AB, les deux circonférences qui se coupent 
en A et B ; prenez un point quelconque P sur K'AB ; tirez AP, 
PB, AR ; construisez un triangle DEF tel, que sa base DE^r/", 
et que les angles FDE, FED, soient égaux aux angles APR, 
ARP ; prenez une corde AC = FD. 

La droite DCsera la sécante demandée, car en tirant la 
corde AS» vous aurez 

ASC = aoo«r- A5B = >oo«— ARB = ARP = FED , 

ACBsrAPB, ou ACS:=rAPRt:rFDE; donc angle CAS=DFE. 

Or, AC= DF; les triangles CSA, DEF, sont donc égaux. 

Donc es = DE=;*; mais BC— BS=: CS j donc BC— BS= <^. 
R. Géométrie . 3 
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La différence des cordes 6C, 68, est donc effecItTement é^àle 
à la ligne donnée /. 

tf6« PaoBLiME (^g. 49)* P^^ un des poirUs dHnterseelion de 
deux circonférences , mener une sécante telle j que la somme 
des cordes qui en résultent dans les deux cercles soit égale à 
une ligne donnée ^. 

Supposez que les circonférences se coupent en A et B. 

Prenez deux points quelconquesK, K', sur les circonférences ; 
tirez les droites KA^KB^K^A^JK^B; construisez un triangle DEF 
tel, que vous ayez 

DE = i', angle FDE = AKB, angle FED = AK'B. 

Tirez une corde AM = FD. La droite MN^raenée par les points 
My B, sera la sécante denaandée. En effet, 

AM = FD , l'angle AMN = AKB = FDE , 
l'angle ANM = AK'B = FED ; d'où l'angle MAN = DFE. 

Les triangles AMN, FDE, sont donc égaux; donc 
MN = DE==;^. Or, MB + BN= MN, doncMB4. BN =/. 

5T. PaoBLiME (y/g^. 5o). Étant données deux circonférences 
concentriques , OJLj OC^ le diamètre AB et un angle tt, m,ener 
une sécante MN qui fasse avec AB V angle OMN = ct^ ef dont 
les parties MR^ MN> comprises entre le diamètre AB et les cir-^ 
conférences, soient dans le rapport de deux lignes données, C,y, 

Par le centre O , menez une droite quelconque OE ; pren^ 
CD de manière que vous ayez 

C \y\\ OC: OD. 

S ur CD , décrivez un segment CfGG cafMible de l'angle doAxié «• 
L'arc DGG coupera la circonférence OA en un point G ; tirez 
GD, et conduisez OK parallèle à GD ; menez la droite GO, 
prenez 0M = OH; tirez les droites OK, ON, sous les angles 
MOR = HOC, RON =. COG ; joignez MR et RN 5 lej /iriaiigics 
MOR , RON , seront respectivement égaux aux triangles HOC, 
COG, comme ayant un angle égal compris entre deux côtés égaux. 
Or, GCH étant unp li^e droite , l'angle 0€H ^ OCG» mo^; 
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donc Yàngh ORM 4- ORN =s 200®. Donc RN est le prolonge- 
ment de MR. Ou a donc 

MR = HC, RN = CG, MR + RNafeMN, 

MR : RN :: HC : CG :: oc : cD; 
d'où MR : MR + RN :: oc : oc +► cd, 
MR : MN :: oc : od :: c : y. 

D'ailleura, angle OMfi « OHC = CGD =s «. 
La sécsiiit^M^ jouit donc, des propriétés demandées. 

W> PR0ttJÈM£ (^fig. 61). Dans un inangle ABC> mener une 
droite Aflf gui 4xmpe dtux côtés AB> ÂC^ etl^proiongement CE 
du troisième c^téj de manière que les parties DM> DN^ soient 
égates ^ deux iignfs donné^ «> C. 

Menez um d#pile indéfinie FS; prenes FG n ee, GH se Ç; 
sur FH et GB dccmes des segment FIH, OKH , capables des 
angles connus ABC » ACE -, par le point H , tirez HI d^ uianièce 
que IKm BC<n^ ««)i pwnei 3M s? IF ^t BN = lï}. 

Je dis que MN sera la droite demandée. Kn effet, les trian-* 
gles MBN, FIH, étant éganx, on a 

MN = FH =« + f , et l'angle DNC = GHK. 
"Mais, BN=1H et BC— IK; 

donc BN — BC = IH — IK , ou CN = KH. 
Or, l'angle GKH = DCN, et l'angle GHK = DNC. 
Les triangles DCN , GKH, sont donc égaux. Donc, 

DN s Gfl s C. Mais, MN;= « + S; donc MD = <t. 
La droite MN satisfait donc a\ix conditions duproUènie. 

§ÏV. Cùnstruùûons de circonférences qui satisfassent 

à des conditipns données. 

W. BBtbiàMB {Jig>^ 17)/ On propose de âéerire une circonfé- 
rence MB'D'> qvi iouchie une càreonféirence .donnée M AC> en un 
poiflldiDtmné M> «b manièi^e qu^en menant par ce point une sé^ 
cwîtc qweleonque MA , Im cordes MA ^ )VlB'^ soient dans le rap- 
port de deitx lignes connues ; «i> ^; ' 

3.. 
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Tires le diamètre ME du cercle donné; on a vu (n® 19) que 

MA: MB':: me : MF. 

Or, on veut que MA : MB' Il m iC; 
il faut donc que « : f :: ME : MF'. 

Le diamètre Mf du cercle demandé est donc, une quatrième 
proportionnelle aux trois lignes connues, «j C^ ME. Portant 
donc sur le diamètre ME, une partie MF', quatrième propor* 
tionnelleaux trois lignes «,C,ME, la circonférence MB'D' dé- 
critesur MF' comme diamètre , jouira delà propriété demandée. 

60. Problème (fig* 17). Décrire une circonférence MCA qui 
touche le cercle MD'F'B' au point donné Mj de manière qu'en 
menant par ce point une sécante quelconque MA> les parties 
MB'> B'A, soient dans le rapport des lignes données a', C. 

Si ME est le diamètre du cercle demandé , on aura 

^'_MB' , <t' MB' _MB'_MF' 

Le diamètre ME du cercle demandé est donc une quatrième 
proportionnelle aux trois lignes connues, « , «' + ^» ME', 

Remarque. La solution de ce problème peut d'ailleurs se dé- 
duire de celle du précédent , car la proportion 

• : c :: MA : mb% donne rt — c : c :: MA — mb' : mb', 
ou « — c: ^ :: i/A :mb. 

61. PROBIÉME {fig* 5«). Par un point donné VL, faire passer 
ime circonférence tangente à deux droites données j ABj AC. 

Le -centre du cercle demandé doit se trouver sur la droite ÀE 
qui divise l'angle BAC en deux parties égales. Tires AM, et d'un 
point quelconque Q de AE, menez QP perpendiculaire sur AB ; 
du point Q comme centre, avec le rayon QP, décrivez un arc; cet 
arc touchera AB ep P, et coupera AM en R ; menez MO paral- 
lèle à RQ ; je dis que le point sera le centre du cercle de- 
mandé. Pour le démontrer, menez OD et OD' respectivement 
perpendiculaires sur AB et AG; vous aurez OD s=: OD'. Les 
droites PQ, DO, perpendiculaires à BA , sont parallèles ; mais 
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QR et OM sont aussi parallèles. Donc , 

OD : QP :: oa : qa :: om : qr. 

Or, QP=QR; donc OP = OM==OD'. 

La circonférence décrite du point comme centre , avec le 
rayon OD, passera donc par les points D, M, D% et sera 
tangente aux droites AB, AC, comme l'exige renoncé. 

L'arc décrit du point Q comme centre avec le rayon QP, 
<Qupant AM en un second point R', si l'on mène MO' parallèle 
à R'Q, le point 0' sera le centre d'un second cercle qui jouira 
également des propriétés demandées. 

La question proposée admet donc deux solutions , lorsque le 
point M est dans l'intérieur de l'angle BAC« 

Si le point donné était sur l'un des côtés AB| AC| en D par 
exemple ,AM tomberait sur AB ; QR et QR' coïncideraient avec 
QP; MO et MO' tomberi^ient sur DO, et la circonférence dé- 
crite du point Q comme centre , avec le rayon OD , résoudrait 
le problème. 

Enfin, ci le point donné était hors de l'angle BAC, le pro<- 
blême serait évidemment impossible, 

69. PsoBLàvE (fg. 53). Décrire un cercle qui soit tangent à 
^ne droite donnée K.^, etqui passe par deux points donnés M, N. 

Tirez MN ; par le milieu C de MN, menez SD perpendiculaire 
à MN ; conduisez la droite MD; le centre du cercle demandé 
sera sur SD ; d'un point quelconque Q de SD , menez QP per^ 
pendicnlaire sur AB , tX de ce point comme centre avec le rayon 
QP décrivez un arc; cet arc touchera AB enP, et coupera MD 
en R et R'; tirez QR et QR'; par le point M, menez MO et MO' 
parallèlesà RQet à R'Q; je disque tes points O, 0', seront les 
centres de deux cercles qui satisferont également aux conditions 
du problème. 

Il suffit de prouver que les perpendiculaires OT, O'T', 
abaissées des points 0, 0', sur AB, sont respectivement égales 
àOMetàO'M. 

Oï'j les lignes PQ^ TO, T'O'^ perpendiculaires à AB, spnt 
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parallèles. Donc, 

QP_DQ_QR QP _DQ _QR' 

OT ■" DO "" OM' ®' OT' "" DO' ~ O'M * 

Mais, QP ~ QR= QR' j donc OT=OM et 0T= O'M. 

Il «xistedoncdeux cir€o»f€rénce8,r»MN/z, i»'MN»','^tti jouis- 
sent des propriétés demandées. 

^. PftoBLiME (^fig'5/\). Connaissant une droite AB et un 
cercle OR j décrire une circonférence qui touche AB en un point 
donné Mj et qui soit tangente au cercle donné. 

Menez, par le point M, la perpendiculaire ÈK à AB; 
prenez MC = OR; lirez CO, et mene^ OD sous l'angle 
COD = OCE; la circonférence MST, décrite du point D 
comme centre avec le rayon DM, satisfera à la question. En 
effet, les angles COD, OCD, étant égaux, les côte's opposés 
DC, DO, sont égaux. Mais CM = OT ; donc DM = DT. La 
circonférence décrite du point D comme centre, avec le rayon 
DM, touchera donc AB en M, et passera par un point T du 
cercle donné. Or, les trois points O, T, D, sont en ligne 
droite , et la distance OD des centres est égale à la somme des 
rayons; les deux cercles OT, BT, ie touchent donc exté- 
rieurement. 

Si Ton voulait que les deux cercles fussent tangens intérieu- 
rement, on prendrait MC'= OR; on joindrait OC, et l'on mè- 
nerait OD' sous l'angle COD'= OC'Ejla circonférence GMR', 
décrite du. point D' comme centre avec le rayon D'M, jouirait 
des propriétés demandées* 

La question proposée adn^et donc deux ^oltitiléns. 

64. Problème (./^gr- 55), Deux cercles concentriques CF^ CG> 
étanl donnés , décrire une circonférence OM qui soit telle y 
que, si aux points M. et N^ où elle rencontre les circonférences 
données j on mèn'j des tangentes MP^ MQ^ NT^ NR^ aux trois 
circonférences, les angles PMQ^ RNT, soient égaux à des angles 
connus a, C, 

Par deux points quelconques M, L, des ciiconfçrenccs don-^ 
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ueea, menez des ungenteaMP, BK, à ces circonférences, et 
tir^z les droites MQ, LI, sous des angles PHQ =«, 6LI=ff; 
conduisez MS' et VLB, perpendiculaires aux lignes MQ, LI; 
menez à la circonférence GP, une sécante ON tellc^ que vous 
ayez N$s= LH et ON s= OM {% La circonférence NMËD, 
décrite du point comme centre, arec le rayon OM, résou- 
dra le problème. En effet, la droite MQ, perpendiculaire a« 
rayon MO, est tangente à la circonférence OM; l'angle PMQ 
formé parles deux tangentes MP,MQ, est égal à l'angle donné « ; 
et si , par le point N , on mène les droites NT,NR, tangentes 
aux circonférences GF, ON, Tangle TNR sera égal à Tangle 
donné Cy car les ci>rdes NS, LH, étant égales, les angles TNO 
HLK, BLY, sont égaux; leurs coiuplémensTNR, fiLI, sont 
donc égaux ; mais , par construction , l'angle BLI = C ; donc 
l'angle TNR es: ff. La circonférence NMED satisfait donc à 
toutes les conditions du problème. 

La position do point M étant arbitraire, on peut assujé tir 
la circonférence ON à passer par ian point donné de la cir- 
conférence GG. 

65. PaoBLiMC {fg* 56), Décrire une circonférence telle j que 
les dislances de l'un quelconque de ses points , aux extrémités 
A et ^ d'une droite AB, soient dans le rapport de deux lignes 
connues y «> C. 

Ghercfaez sur AB un point P tel ^ que vousayezPA:PB::i»:^. 

Le point P appartiendra à (a circonférence demandée. 

Prenez deux lignes #', C, qui soient entre elles dans le rap- 
port de « à C,et telles, que vous ayez AB^^'+C, AB>«' — C\ 
Des points A, B, comme centres , avec les rayons et ^ C, dé- 
crivez des arcs; ces arcs se couperont nécessairement en un 
point M. Tirez les droites MA , MB, MP; par le point M, 
menez MK sous l'angle PMK =: MPB. La droite MK rencon- 



{*) Cônnaigiant le cercle CF, la sécante MS' et un point M de M$% on a 
vu (n<> ^) comment on peut mener une sécante ON telle, que la partie NS 
comprise dans le cercle CF 6oit égale à la ]i{;ne connue LH , et qnc ONr:.OM. 
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trera le prolongement BF de AB en un point G, qui sera tel 
que la circonférence PGH , décrite de G comme centre avec le 
rayon GP, satisfera au problème. 
En effet , par construction , 

MA = *', MB=sC, ma:mb::«':C'::«:c :: pa :pb. 

Les angles PMA , PMB, sont donc égaux. Maïs 

PM A + PAM = M PB = PMK = PMB + BMC = PMA + BMC. 

Les angles PAM, BMG sont donc égaux; les triangles ACM, 
MCB, sont donc semblables; on a donc 

CB : CM :: cm : ca, ou (i). . . cb : cp :: cp : ca. 

Gela pose : si d'un point quelconque N, de la circonférence 
CM, on mène les droites NA, NB, PTC, on aura CN == CP. 

La proportion (i) devient CB : CN :: CN : CA. 

Les triangles BCN^ ACN, ayant un angle égal compris entre 
côtés proportionnels , sont semblables et donnent 

(a). . . NA ; NB :: CN : CB :: cp : cb, 

La proportion (i) conduit à 

CP : CB :: ca— cp : cp—cb:: ap : pb :: a : e. 

Or, (2)donneCP : CB :: NA ; NB. Donc NA : NB :: # : C 
La circonférence CM jouit donc de la propriété demandée^ 

§ V. Constructions de points qui satisfassent à des 

conditions données. 

r 

66. ^ROhLtvLï.(fg. 57). Trouper un point X tel que la somme 
des quarrés de ses distances à deux points donnés Aj B> soit 
égale à un quarré donné ^*. 

Soit C le milieu de la droite AB ; tirez AX, BX et CX ; on a 
vu (n" 1) que 

ÂX*+BX'=:2(CX + AC'). Or, ÂX+BX=<J^^ 
donc CxVaC = -:^'j d'oùc"x':^iJ* — Âc/ 
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Par conséquent, CX est une quantité çonsi-au^el connue. Tous 
les pointr^e la circonférence décrite du point G comme centre 
avec le rayon GX, jouissent donc de la propriété demandée. 

Pour construire la valeur du raj-on GX> décrivez une demi- 
circonférence EDF, de G comme centre avec le rayon GE = -^ /; 
tirez la perpendiculaire GD à EF, et sur la droite ED comme 
diamètre, décrivez une antre demi- circonférence DHE; de E 
comme centre, avec le rayon EH = AG, décrivez un arc qui 
coupe cette demi-circonférence en H ; la corde DH sera la lon- 
gueur du rayon GX demandé ; caries angles inscrits EDF, EHD, 
qui s'appuient sur des diamètres, étant droits, on a 



— t 



iH==EF = DE + DF=aDE, DE = i J% 
ra = DE — EH = J^' — "aC = ex'. 

Pour que le problème soi t possible, il faut et il suffit que l'ex- 
pression DE — EH de GX, ne soit pas négative ^c'est-à-dire que 
le diamètre DE, de la demi* circonférence DHE, ne soit pas 
moindre que la corde EH=s AG que l'on doit inscrire dans cette 
demi-circonférence. 

G7. PaoBLèilE (fig* 58). Une circonférence GP et une se" 
cante SS' étant données j t routier sur SS' un point M tch ^ue la 
tangente MT , au cercle GP , soit égale à une Ugie connue i, 

Surunetangentequelconque, prenez PQ = ^*, tirez GQ, et du 
point G comme centre, avec le rayon GQ, décrivez une circonfé- 
rence; elle rencontrera la droite SS"^ en deux points M, M', qui 
jouiront de la propriétif demandée ; car, si l'on uièuc les tan- 
gentes MT, Mr, M'/, MY, et les droites GP, GT, CT , Ct, 
Q% GM, GM', les triangles rectangles GPQ, CTM , GT'M, 
CtWy Ct'M\ seront égaux. 

08. Problème (Jig. Sg ) . Connaissant un cercle AGBN^ et une 
corde ABj trouver sur l'arc AGB, un point D telj que les cordes 
PA^ DB> soient dans le rapport des lignes données »jC. 

Péterminez sur la corde AB un point Ë tel, que vous ayez 

EA : EB :: « : c. 



• • 
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Prenez le milieu N de l'arc ANB; par le$ points N, E, tirez la 
droite NF, qui rencontrera l'arc AGB en D. Je dis que le point D 
satisfera à la question; car la droite DE divisant l'angle ADB eu 
deux parties égales , on a 

DA : DR :: ea : EB :: * : c. 

09. PaoBLiuB {fig, Sg). Étant donné un arc AGB> et sa 
corde AB, troui^er sur cet arc un, point D tâlj que le rectangiedes 
droites DA^ DU, soit égal à un quarré donné t*. 

Prenez le milieu G de l'arc AGB; du point G comme oentue , 
décrivez deux circonférences AGF, DKIX, dont l'une passée 
par les points A, B, et dont l'autre soit tangente à une corde 
RS = îX(^. Les points D, D', où la circonférence DKD' coupe 
l'arc AGB, satisfont au problème; c^est-à-dire qu'en tirant les 
droites DA, DB, D'A, D'B, on aura 

DA X DB = D'A X D'B=: J^^ 

EnefFet,parlepolntD, menez la tangente FG au cercle DKD'; 
vous aurez FG = RS = aJ^, DF = DG = <r. 

Prolongez AD jusqu'en M; on sait que les cordes AM, FG, 
se coupent au point D, en parties réciproquement proportion- 
nelles ; et les droites DM^ DB, étant égales (n° 18)^ vous aurez 

DA X DBzr DA X DM = DF X DG = ^\ 

On prouverait de même que D'A X D'B = J*". 

Ce problème n'est pas toujours possible. En effet, pour que 
les points D, D', existent, il faut que l'on puisse décrire la 
circonférence DKD', tangente à la corde RS =3= a^^ ce qui 
exige que la corde RS ne soit pas plus grande que le diamètre 
du cercle GA; le côté / du quarré donnée ne doit donc pas 
être plus grand que la corde GA , qui soutend la moitié de 
l'arc donné. 

Ainsi, selon que le côte i' du quarré donné sera plus petit 
que GA, ou égal â GA, ou plus grand que GA , le problème 
admettra deux solutions,' ou une seule solution, ou sera im- 
possible. 

70. Problf.me (/?g. 11). Connaissant les grandeurs elles 
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poéiiions de deuxxiroilesqui se coupent jCon$truii*e un pairalcl, 
qu€ les traiSidroites menées de ce point aux éûttrémités des lignes 
dcfméesfonmmt deux angles connus »^Ç, 

Supposez que BF et BE soient les lignes données, tes droites 
uienées dû pbint cbdi^ché , aux extrémités B, F, de BF, devant 
former, .l'angle «, sî l'on décrit sur BF un segfnént BAF ca- 
pable de ranigldM^ Te point dertiandé sera situé sur Tare BAF 

qui détermine ce segment. ï^ar la même raison , sî Ton décrit 
surBEun segment BAE capable de l'angle^, lé point clierché 
sera sur rare BAB. Le point demandé sera doncTintetsection A 
de^ arcs BAF, BAE, ([m déterminent les segmens capables des 
angles donnés «, 6, Et en etfet, si Ton mène les droites AF, A6, 
AE, les angles BAF, BAE, seront respectivement égaux aux 
angles donnés «, C 

71. pAOBLiME {fig* 56). Sur une droite donnée 'Ù'Ea , trouçer 
UH point dont les distances à deux points connus A, B, soient 
proportionnelles à deux lignrs connues ecjC. 
* Décrive* nne circonférence CM telle, que les distances de 
l'un quelconque de ses points à A et B soient proportionnelles 
aux lignes «e, C^ (n^ él$)« Lès points M et N, où cette cfrcorifé- 
venbeeoupera lu ligné àoMété, jouiront dèlaprtSjJi-iétëdéman- 
déc; car on aura, MA : MB 1: 4* : ^, et NA t NB :: « t ^. 

79. PROBLiMÈ (fig, 6o). Ttôupi^run point tel, que les droites 
menées de ce point aux sommets des angles d'un triangle donné, 
soient proportionnelles aux lignes données j a , Cj y. 

Décrivez deux circonférences telles, que les distances de l'un 
quelconque des points de la première aux extrémités de AB 
soient comme «e est â ^, et que les distance^ de Vun quetcôn-» 
que des points aela sècondeaux extrémités de ACsoient cotÂme 
« est à V (n*" 60). Les points M, M', d'intersection de ces deux 
circonféj^ences, sàiisferont aux conditions du problème; car, en 
tirant les droites MA, MB, MC, M'A, M'B, M'C, on aura 

MA:MB::«:c, MA:MC::«:y; d'où MA:MB:MC:>:C:y. 

On prouverait de même que M'A • M'B : M'C :: ^ : C ly. 
Le problème admet donc généralement deux soUilioiis. 
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7S. PaoïiLàiiE (Jig, 61 ). Dans ^intérieur d*un triangle ÂBC ^ 
trouver un point tel, que les perpendiculaires menées de ce 
point sur les trois côtés du triangle soient proportionnelles 
aux lignes données »jC,y. 

Parlée points A, B, tirez des droites AK, BE, telles, que les 
perpeadâculaires mepées d'un point quelconque de AK sur les 
côtés ABf AG , soient dans le rapport de « à C, et que les perpen- 
diculaires menées de l'un quelconque des points de Bfisur les 
côtés fiA, BG, soient dans le rapport de • à y (11'' 48) ; Minier- 
section S, des droites AK, BE, sera le point demandé; car il ré- 
sulte de la construction , que si Ton mène par le point S les 
droites SF, SH, SD, perpendiculaires sur les côtés AB, AG, 
BGy on aura 

SF : SH :: « : c, et sf : sd :: « : y. 

74. Problème (^g. 61 ). Dans l'intérieur d'un tnangle donné _, 
trouver un point tel , qu'en menant des droites de ce point auœ 
trois sommets du triangle , les surfaces des trois triangles par- 
tiels qui en résultent soient proportionnelles aux lignes données 

r* SouDTiON. Les surfaces des triangles étant proportion- 
nelles aux produits des bases par les hauteurs, ces produits 
doivent être entre eux comme les lignes m ^ C , y \ les hau- 
teurs doivent donc être proportionnelles aux droites connues 

{*)\ désignant ces droites par «, C, y, 



«Xr C'Xr y'Xr 



AB ' AG ' BG 
la question sera réduite à trouver un point S tel , que les per- 
pendiculaires SF, SH, SD, menées de ce point sur les trois côtés 
du triangle ABG, soient proportionnelles aux lignes connues 
«, f , y. On déterminera ce point comme dans la question pré- 
cédente. 

a* Solution. Divisez la base BG en parties BQ , GR , QR, pro- 



{*) Lc« lignes «, C, y , sont les derniers termes des proportions 

AB :*':;/-:«, AC:C'::r:C, BC:y::r:v. 

( / désigne la ligne prise pour unité.) 



I 
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pordonnelles aux lignes «^ Q^, y \ par les points Q, R, menez 
des parallèles QS, RS, aux droites BA , GA; le point S, où ces 
droites se rencontrent, jouira de la propriété demandée. 
En effet, tirez les droites AQ^ AR ; vous aurez 

surface ABQ: ACRiABC:: BQ : CR : Bc :: «' :c : «' 4.^+7'. 

Menant les droites SA, SB, SG, les triangles SAG, RAG, se* 
rontéquivalens, comme ayant même base AG et même hauteur. 

Par la même raison , les triangles SAB, QAB, seront équiva- 
lens \ ce qui donnera 

ASB : ASG : ABG :: •' :C' : «'+c^+y' ; 

d'où ABG — ASB — ASG : ASG : : •' 4- C +. y' — »' — C' : 6% 
ou SBG : SAG :: / : C. Mais, SAB : SAG :: «' : c. 

Le point S satisfait donc à toutes les conditions du problème. 

On en déduit une solution du problème du n^ 75 ; car il 
suffit de prendre le point S de manière que les surfaces des 
triangles SAB, SAG, SBG, soient proportionnelles aux lignes 
-e X AB € X AG y X BG 



S VL Constructions de Triangles. 

75. Problâhe {fis- 62). Construire un triangle, connais^ 
sant deux de ses côtés, a, b^ et la longueur f de la droite qui 
dhise en deux parties égales l'angle compris par les cètés^a, b . 

Gherchez une lignée telle, que vous ayez, ' , 

(i)... a\a+b Wt \d. . . 

■Sur une droite AEr=£^^ formez un triangle isoseèle GAE tel, 
que GArr GE = 6 ; prolongez EG d'une quantité CB =S3 a, et 
menez BA; le triangle demandé sera ABG. En effet, dans ce 
triangle, GB=a, GA=6 \ il suffit donc de prouver que la droite 
GD, qui divise l'angle BGA en deux parties égales, est égale à /". 
Or, l'angle BOA = Œ A + GAE =r aGEA , l'an-le BGA= aBGD ; 
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La hauteur du triangle demandé sera doue une quatrième 
proportionnelle aux trois lignes connues, c , 2^, /". 
Le problème est ainsi ramené au précédent. 

8S. Problébu ij^g'66). Construire un triangle, connais^ 
saut sa surface /"^j un angle "BAC, et le point M par lequel 
doit passer le côté NO opposé à Vangle donné BAC. 

Menez MT parallèle à AG ; foruiez le parallélogramme APQR 
équivalent à ^ ; sur MQ comme diamètre , décrivez une demi- 
circonférence ; inscrivez une corde MD=MP; tirez DQ ; prenez 
RN=DQ; tirez la droite MN qui rencontre AB en O. 

Je dis que AON est le triangle demandé; en effet, les trian- 
gles QMS, PMO, RNS, étant semblables, on a 



surface QMS ; PMO : RNS :: QM : PM : RNj d'où 

QMS*-PBffo : RNS :: qm'— PÎM*: rn' 

Or , QM '— mTp = QM ^ MD 4= DQ k RN ^ 

donc QMS — PMO = RNS, ou OPQS = RNS; 
donc OPQS 4- AOSR = RNS + AOSR , ou APQR = AON . 

Mais, surface APQR= J'*. Donc enfin, surface AON =r t* . 

Le triangle AON résout donc le problème. 

■ W. IfROBtàiÎE {fig^ 67). Étant donné un point M dans 
l'angle BAC> trout/erj sur les côtés de cet angle, deux points N 
et P i^, que le triangle NMP soit semblable à un triangle 
dorme ËDF. 

Tirez la droite AM ; sur DE et DF, décrivez des segmens 
DSGE, DTGF, capables des angles BAM, CAM; les arcs DSGE, 
DTGF, se couperont en deux points D, G. Tirez les droites 
GD, GË, GF. Sur les côtés AB, AG, de l'angle donné BAG, pre- 
nez des parties AN, AP, telles, que vous ayez 

(1) ,. GD :GE :: am: an, (2)... gd : gf :: am : ap. 
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Joignez les points M , N^ P , par des droites. Je dis que KMP 
sera le triangle demandé. En effet, d'après la construction, les 
triangles NAM, MAP, sont respectivement semblables aux trian- 
gles EGD, DGF, car ils ont un an||Ie e'gal compris entre cités 
proportionnels. La similitude de ces tringles donne 

angle AMN = GDE, angle AMP = GDF. 
Les angles NMP, EDF, sont doue égaux. Mais, 

MN : DE :: ma : dg, et mp : df :: MA: dg. 

Donc , MN : DE :: MP : DF. 

Les triangles NMP, EDF, ont donc un angle égal compris 
entre côtés proportionnels ; ces triangles sont donc semblables. 
Le triangle NMP jouit donc des propriétés demandées. 

84. PaoBLÊME (Jig- 68). Construire un triangle rectangle ^ 
connaissant la longueur» de la perpendiculaire menée du som» 
met de l'angle droit sur l'kypoténusej et la différence fdes deux 
côtés de l'angle droit. 

Décrivez une circonférence avec le rayon OT =:«;en un point 
quelconque T de cette circonférence menez une tangente T/, 
et prenez TA = J^; par le point A et le centre 0, tirez la sécante 
AB ; sur A6 comme diamètre décrivez une demi*circonference 
A^B-, au point B, élevez sur AB une perpendiculaire B£, et 
prenez BK = « ; menez KG parallèle à BA , et CD perpendicu- 
laire à AB ; CD sera égal à • ; tirez les droites AC, BG. Il est fa- 
cile de voir que CAB sera le triangle demandé, car l'angle AGB 
est droit, la perpendiculaire GD est égale à « , et je vais prouver 
que AC — GB =: /. 

Les propriétés connues des triangles rectangles , donnent 

le + CB = ÏB* AG : AB :: dg : gb, ac x gb = ab x dg. 

DoncÂC+CB— 2ACxGB=AB— 2ABxDG±rAB— ABXaDC. 
Or, 2DG = 2«=BP,etÀG+CB— 2AGxGB=(AG— GB)'; donc 



{AG— CB)*=:AB— ABXDP=AB(AB-.BP)=ABXAP. 
R. Géométrie. 4 
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Mais, AB : AT :: AT : AP, d'où AB X AP = AT,' 

donc enfin, (AC— CB)«=ATW^i d'où AC— CB « /. 

Si Von pEolpnge KG jusqu'en G', on verra que le tnanglt 
AG'B satisbik également aux conditions demandées. 

85. PaoBLàxa (figi 69). Construire un triangle j connaissant 
son périmètre 2/>> et deux de ses angles «, f . 

Par les extrémités d'une droite DE= 2/>, menez des droites 
DG, £G, sous des angles GDE = ^ «, CED ::= ^ C ; par le point C 
d'intersection y tirezdes droitesG A,CB, sous lesangles DGA^=^«i 
ECBs=i>C. Le triangle ABC résoudra le problème; car il résulte 
de la construction et des propriétés connues des triangles, que 

l'angle CAB =i • + !•=«, l'anglcCBlss jC+iC=C, 

et que AC = AD, BC=:BE. 

Donc, AC + AB+BG=AD + AB4-BEs=:DE=s:ap. 

86. PaoBLiME {fig' 70). Construire un triangle ABC> con^ 
naissant les longueurs et, Cj y, des trois perpendiculaires AD , 
BE ^ CF j menées des sommets sur les côtés opposés: 

Soient, BC=a y AG = &, âB ssc. On aura 

sMf/JiCtf ABC = |a«=:|W = icy, donc, alblc H C:*: — : 

y 

Par conséquent, si Ton construit un triangle A'B'C avec les 

trois lignes connues, B'G'=rC, AT/=»,A'B'5bs — -, ce trian{(le 

sera semblable au triangle demandé. Menant donc deux per- 
pendiculaires GH, MN, à la droite AD = fle, et tirant par 
le point A deux droites ÂB, AG, sous de» angles 6ÂB = B', 
HAG es C, le triangle ABC jouira de la propriété demandée. 

87. PaoBLiME (Jig. 70). Construire un triangle ASCj Cœt- 
naissant les longueurs des perpendiculaires AD ^ BE> menées 
des sommets A^ B^ sur les côtés opposée CB> GA. La drûite kH 
est donnée de position , el l'on connaît le point de AD par où 
passe BE. 

Les points A , , D ,^ étant donnés, il la Hngiieuc de 09 éiait 
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connue « on en dëdiûrail fiifiteAient la tolttiiob dii proUètne 
proposé ; car en menant par le point D «ne perpendiculaire MN 
à la ligne donnée AD, l'arc décrit du point comme centre 
avec le rayon OB, couperait MN en un point B; tirant la droite 
BR par les poiots connus B, 0; menant ensuite par le poiac 
donné A, la perpendiculaire AC à BR, et tirant AB, le triangle 
ABC serait construit. 

La question est donc réduite à déterminer la longueur de OB. 

Les triangles rectangles OAE, OBD, sont semblables, el 
fournissent la proportion OA I OB ;: Œ ^ 09. 

Les droites AD, BE, se coupant au point en parties récipro- 
quement proportionnelles, on peut les considérer comme deux 
cordes inscrites dans un même cercle ; par conséquent, si Toii 
fait passer par les points donnés A, D, une circonférence quel« 
conque dont le rayon ne soit pas moindre que ^ BE, et si parle 
point O on tire dans cette circonférence une corde B'E' dont 
la longueur soit égale à la ligne connue BE (n^ tti) , les deux par- 
ties OB', OE', de cette corde comprises entre le point et la cir- 
conférence seront les longueurs des lignes inconnues OB, OE^ 
ce qui déterminera la longueur de OB; 

B8. Problème (Jig* 70). Construire^ un triangle ABC^ co/i- 
naissant l'angle ACB^s: y j et les longueurs des perpendiculaires 
VEj ADj menées deé sommets B^ A> sur les tttésopposés CA^CB. 

Tirez deux droites indéfinies CM, CT, qui forment entre 
elles Tafegle doârié y ; par lé pottit C menez deux droites CP, 
ÇQf respectivement perpendiculaires aux droites CM, CÏ; 
prene^CHts DA -etCS =sEB; par les pointiH , k , mei^er des 
parallèles HG,KSy aux côtés GM, CT. Ces parallèles détermine- 
ront les points A^ B ; et le triangle ABC résoudra le ptoblème. 

80. Problème {fig* 7 1 \ Construire un triante rectangle 
équipaient au trapèze ABCD^ et qui ait un des c6tés de l'angle 
droit égal à l'un des calés pàraUèlèé AB / DC j de ce trapèze. 

Tirée la diagonale AC, etpar B menez la parallèle FEà CA, 
<{ui rencontre en G le prolongement AK de DA; par 6 menez 
MN parallèle à DC relevez CH perpendiculaire à CD, et tirez 

4.. 
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la droite DH. Le triangle DGH satisfera aux conditions du pro- 
blème. £n effet y ce triangle est rectangle en G ; et les triangles 
de même base et de même hauteur étantëquiTalens, si Ton tire 
la droite CG , on aura 

BAC + ADC = GAC + ADC, ou ABCD = GDC = HDC. 

Ce problème est toujours possible. 

On obtiendrait un second triangle DCH' qui satisferait à la 
question, eu menant par le point D une perpendiculaire DH^ 
à DC, et en tirant la droite 'CH^ 

90. PROBLiMG {fig. 72). Le sommet M d'un triangle isoscèlm 
est donné ; on sait que les extrémités N j L, de la base de ce 
triangle sont placées sur deux parallèles connues ABj CD> et 
la base du triangle doit faire un angle donné m auec ces parais 
lèles. On propose de construire ce triangle. 

' Il s'agit d'inscrire, entre les parallèles AB , CD, une droite 
LN telle, que les droites ML, MN, soient de même longueur, 
et que l'angle ANL r= «; le triangle isoscèle MNL résoudra le 
problème. 

, Pour construire la droite LN : par un point quelconque F de 
CD, menez une droite F£ sous Tangle GFE = et*, tirez MG per- 
pendiculaire sur F£, et parle milieu K delH menez PQ paral- 
lèle à £F. Je dis que LN sera la droite demandée. 

En effet, les triangles semblables KNI, KLH^ donnent 

KL : KN :: kh :kl 

Mais , par construction , KH = Kl ; donc KL s= KN. 

La droite MG, perpendiculaire à £F, est perpendiculaire 
sur la parallèle PQ à £F ; MK est donc perpendiculaire sur le 
milieu K de LN; donc ML =; MN. De plus, les angles ANL, 
LFE, sont égaux à l'angle donné «. Le triangle MNL jouit donc 
des propriétés demandées. 

91. Problèike (Jig» 73 ). Construire un triangle j connaissant 
sa base AB j et l'angle y du sommet y on sait de plus que les 
deux autres côtés sont dans le rapport de deux lignes dôi- 
nées j A jC* 

Sur la base AB, décriyez un segment AHB capable de l'angle y, 
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etacheyez la circonférence; prenez le milieu E de Tare AB; 
sar la corde AB, cherchez un point D tel, qne yom ayes 
DA : Dfi :: « : C. Menez les droites EDC, CA^ CB ; le triangle 
ABC résoudra le problème. En effet, sa base est AB, l'angle 
AGB du sommet est égal à Tangle donné y; les arcs AE,^ £B 
étant égaux , les angles ACE, ECB , sont aussi égaux; et. la 
droite CD divisant Tangle ACB eu deux parties. égales , on a . 

CA : CB ::DA :DB::«r^. 

99. La solution du problème du n^6tf (p^g^ 39}^ conduit 
très simplement à une autre manière de déterminer le triangle 
demandé* 

En effet, on sait construire une circonférence CG (J^g» 56), 
telle, que les distances de chacun de ses points aux extrémités 
de la base AB, soient comme « est à C; et en décrivant sur AB 
un segment ADB capable de Vangle donné y, ce segment cou- 
pera la circonférence CG en un point M, qui sera le sommet du 
triangle A MB demandé. 

95. PfiOBLÂME ^g. 56). Coîtstruire untriangle reconnaissant sa 
httsek^ ; on sait que ses deux autres côtés sont dans le rapport 
des lignes données j «, C, etque sonsommet est sur la droite DE^ 

Décrivez une circonférence CG telle ,. que les distances de 
chacun de ses points à A et B soient comme « est à C (n* 61$). 
Les points M et N, où cette circonférence coupe DE, sont les 
sommets de deux triangles MAB, NAB, qui jouissent de la 
propriété demandée^ car la base de ces triangles est AB, le rap- 
port des deux autres côtés est celui de « à ij et les sommets 
M, N, sont sur la droite DE. 

94, pAOBLiiEE {Jig. 74)* Construire un triangle, connaissant 
un angle C, la somme S des côtés qui comprennent cet angle, 
et la longueur t de la perpendiculaire menée du sommet de 
Vangle connu sur le côté opposé. 

Faites Vangle PKR = Z ; divisez cet angle en deux parties 
égales parla ligne KD; sur une perpendiculaire quelconque 
M/t à KP, prenez MG = J ; tirez GB et BE parallèles à KP'et â 
GM. Par le point B deRD, inscrivez dans Fangle PKR une ligne 
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AH saS (n« 44) , et menés fiC de manière que rangle ABC = S; 
le U«aiq;k AbC résoudra le firoblènie. En effet , Tangle ABC est 
égal à Tangk donné C» et la perpendiculaire BE, menée du 
sommet de cet angle sur le c6té opposé AG, est égale k /. 

Il ne reste donc plus qu^à prouver que BA -f- BG = S. 

Les triangles ABC, AKH, ayant un angle commun A, et les 
angles ABC, AKH, éUnt ^aux à f ,ïes angles EGB,KHA, sont 
égaux. D'ailleurs, si l'on mène BF perpendiculaire à KH, on 
aura BF = BE ; les triangles rectangles BCE, BHF, sopt donc 
égaux. Donc, 

BC=:BH, et BA + BC = BA + BH = AH=:S. 

•if. Pboblème {fig. fjS). Construire un triangte j connaissant 
un côté a , un des angles adjacens y , et la perpendivulaire t 
menée du sommet de cet angle sur le côté opposé. 

Sur la droite BG = «, décrivez une demi-circonférence; do 
point G comme centre avec le rayon ^, décrivez un arc qui 
cottpera la demi-circonférence en D ; tirez BD qae vous pro- 
longerez indéfiniment; menez G A sous l'angle BGArry. Le 
triangle demandé sera ABC; car BG = • , l'angle BGAssy ; 9% 
la droite CD, perpendiculaire sur AB, est égale à t. 

Si Ton tire la droite CA', sous Tangle BGA' = y, le triangle 
A'BG satisfera également à la question. 

06. Problèhe (^g^. 76). Construire un triangle , connaissam 
sa surface m^n^et deux de ses angles a^, y. 

Dans l'angle BAC =: «, inscrivez une droite DE = nm , qui 
forme avec AB Tangle ADE= y (n* 4«). Menez AF perpendi- 
culaire sur DE; cherchez deux moyennes proportionnelles, 
Tune a , entre m et n, l'autre ft, entre AF et m; prenez A M 
quatrième proportionnelle aux trois Ugnes b,a^ AD; il en ré- 
sultera 

a'asmx»r b*z=imxA¥^ blaV.AÙlAM. 

Menez MN parallèle à DE» Le triangle AMN résoudra le pro« 
Wèraie. Eneffet,fc*=3:AFxm=5AFXîDE=5ifffflCf ADEy 

et surf. ADE ; surf. AMR :: AD : Aîl :; *• : a» :: *• : m X »• 
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Or, surface ADE s= b* ; donc surface AMN = m K n . 

Mais , l-angle AMN = ADE ae y , et Uangle MAN r= «. 

Le triangle AMN satisfait donc aux conditions du problème • 
Pour irouyer une seconde solution, prenez AM^== AM, et 

menez M'N' sous Tangle AM'N' = 3. j le triangle AM'N', égal à 

AMN j jouira des ménie» propriétés. 

97. Problàmx (Jig. 77). Étant données deux çiwconférences 
concentriques OA'j OG, construire un triangle ÂfVG, qui ait 
deux sommets A'> B% sur la grande circonférence^ le troisième 
sommet G sur la petite circor^érence, et qui soit semblalUe au 
triangle donné ABC 

Menez la droite DE tangente à la circonférence OA^ et par le 
point de contact A^ menez la droite A'F sous Fangle DAT ssB; 
décrivez sur A'F un segment FCC A' capable de 200^ — G; tirer 
la droite FC'B' par le point F, et p»i- le point €' où Tare qui dé- 
termine ce segment rencontre la ciinronférence 0€';pignez le 
point A' aux points €', B\ 

Je dis que le triangle A'B^C satisfera aux conditions du pro* 
blême. En effet, l'angle A'B'C = A'B'F == M'F = B^ 

l'angle A'CT sa aoo* — C = ijtoo* -- A'e'B^. 

Donc,rangle A'CB'rrC. 

Le triangle A'B'C est done semblable à ABC. 

Si par le point F et par le second point d'intersection G" d^ 
Tare FCCA' avec la circonférence OC, on mène la droite FCB*^ 
on déterminera an second triangle A'B'^C^ qui satisfera é|;^le- 
ment à la question. 

98. PaoBLiME ÇJig, 78). Construire um triangle j connaissant 
un angle ^> le raj-on R du cercle circonscrit à ce triangle, et 
le rajrort r du cercle incsrii • 

Décrivez une circonférence ANBG avec le rayon R ; menei 
une tangente DE à cette circonférence , et par le point de con» 
Uet A menez la corde AB sous Tangle E AB sr y* Menez une 
purallèle HK à AB, à une distance rï de AB ; du milieu G de 
Vavc AB comme centre, avee GA pour rajon ^ décrives la cif » 
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conférence ko'oBtlf qui coupe HK en o ti o\ Da point o 
comme centre et d'un rayon r, décrivez la circonférence u! t''; 
et des points A, B, menez à cette circonférence les tangentes 
AtTj Bt*T\ qui se couperont en un certain point C. 

Je dis que le triangle ABC satisfera aux conditions du pro- 
blème. En effet, par construction , la distance des droites AB, 
HKy est égale au rayon r du cercle ot; doue la circonférence ot 
est tangente an côté aB ; et par conséquent , les trois côtés du 
triangle ABC sont tangens au cercle W t^^ dont le rayon est r. 

En second lieu, menez la tangente ÂF à la circonférence 
Ao'oBy Tangle FAG sera droit; vous aurez 

angle GAB = \ EAB = ^ y. 

Mais, Tangle AoB = FAB =s i oo"" + GAB = ioo« + ^ y; et 

oAB+oBA = aoo® — AoB=2oo*— (ioo* + jy)=ioo® — -|y. 

Or, Tangle CAo = oAB, et l'angle CBo saoBA ; donc 
GAB+ABG = 2(oAB+oBA)=20o*— y; doncrangle ACB=>.. 

Enfin , puisque l'angle BCA est égal à l'angle BAE , ï1 a pour 
mesure la moitié de l'arc AGB; donc son sommet C est situé sur 
la circonférence AGBN^ qui a été décrite avec le rayon R; donc 
le rayon du cercle circonscrit au triangle ABC est égal à R. 

L'arc Ao'oB coupe la droite HK en un second point o\ qui dé- 
terminerait une seconde solution exactement semblable à la 
première^ 

09i. Problème (y?gr« 78) . Construire un triangle , connais'* 
sont un côlé c,le rayon R du cercle circonscrit, et la distance 
d des centres des cercles inscrit et circonscrit. 

Prenez une droite AB = c , et d'un rayon égal à R décrivez 
une circonférence AGBN qui passe par les points A, fi. Du 
centre de cette circonférence, avec un rayon égal à d\ décrivez 
la circonférence o'mon^ et du milieu G de l'arc AB comme 
centre avec le rayon GA, décrivez la circonférence Ao'pBM. Du 
point o d'intersection de ces deux circonférences^ comme centre, 
décrivez une circonférence 1 1' t" tangente à la corde AB ; et des 



points A> 3, menez à cette drconférence les tangentes AlT, 
B^T% qui se couperont en G. 

Le triangle ABC satisfera à toutes les conditions du pro- 
blème. En effet, menez au point A la droite DE tangente à la 
circonférence OA, et la droite AF tangente à la circonférence 
Ao'oBM; tirez ko et Bo, vous aurez 

angle AoB = FAB = loo* + GAB = ioo<» +4 EAB. 
Or, oAB + oBA = aoo*— AoB = ioo« — \ EAB, 
et CAB + CBA = 2 (oAB + oBA) = 200» — EAB. 

Donc Tangle AGE = EAB ; le point G est donc sur la circon- 
férence OA. 

De plus , le rayon OA = R , le côté AB = c *, et la distance 
oO, des centres, OjO^ des cercles inscrit et circonscrit au triangle 
AGB, est égale à d. Ce triangle satisfait donc à la question. 

La circonférence o'mon coupe Tare tko'o^ en un second 
point o' qui détermine une seconde solution exactement sem- 
blable à la première. 

100. Problème (^gf. 79). Construire un triangle rectangle 
tel j que la somme des deux côtés de l'angle droit soit égaie 
à la ligne donnée S, et que le rapport des quarrés de ces mêmes 
côtés soit égal à celui des lignes connues , »j C. 

Sur une droite indéfinie MN, prenez des parties DE = «, 
EF=^y et sur DF comme diamètre décrivez une demi-circon- 
iérence; élevez au point E la perpendiculaire EA au diamètre; 
menez les droites AD, AFK; prenez FH = AD, AG = S; 
joignez HD; menez 6B parallèle à HD, et BG parallèle à DF. 

Je dis que le triangle ABG est le triangle demandé. En effet, 
Tangle DAF est droit; on a 

(0. . . AB : AC :: AD : af, ab': ac^: ad': af' 

et Ton sait que, 

ïd': âf :: de : ef. Donc ab ': Âc V. de : ef :: « : c. . 

Mais, AG: AH :: AB : AD, 
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«I Ton dédaît de (i) que AB + AC : AD + AF :* AB : AIT; 

donc AG : AU :: AB + AC : AD + AF; 

or, AD+AF=FH+AF=:AH; donc, AB4- AC = AG = Se 

101. PaoBLixE (Jig. 80). Construire un triangle, connais- 
sant un côté, c,et les longueurs m, C, des droites menées des som-' 
mets des angles adjacens aux milieux des côtés opposés. 

Sur une ligne indéfinie MN, prenez troi» parties DA, AB, BE 
égales à c ; sur la base DE, et avec les cAtés DG ^ aree, C£= aC, 
construisez le triangle DCE, et joignez le point G aux points 
A j B. Je dis que le triangle AGB est le triangle demandé. £a 
effet, menez les droites BF, AG, aux milieux des cAtés AG, 
BG ; puisque AB s= AD = BE, la droite BF sera parallèle à £C, 
la droite AG sera parallèle à DG, et vous aurez 

BF = iEC = f, AG=iDG = #. 

IM. PaoBLixE (Jlg. 81 ). Construire un triangle^ connais" 
sant les longueurs ce> Cj y, des trois droites menées des sommets 
des angles aux milieux des côtés opposés. 

Avec les côtés, DG = 2«, FD =3 sif , GF =s; ay, construisez 
le triangle CDF ; achevez le parallélogramme DGEF ; divisez la 
diagonale DE eu trois parties égales aux points A , B, et mené* 
les droites GA, GB. Je dis que le triangle AGE est le triangle 
demandé. En effet, menez les droites BG, AH, aux milieux des 
côtés AG, GB. Puisque AB = BE = AD, la droite AH sera 
parallèle à DG, la droite BG sera parallèle à £G, et vont 
aurez 

AH=iDC==«, BG=iEG = C. 

Mais le point K , milieu de la diagonale DE, Test aussi de AB, 
et GK = ^ GF = y. Le triangle AGB satisfait donc à toutes les 
conditions du problème. 

105. PnoBLÈBiB (Jig* 82). Par trois points donnés B^ K> Q# 
mener des droites MN j PN ^ PM > qui forment un triangle MNP 
égal à 101 triangle donné DËF. 

Tirez les droites BQ, BR ; sur ces droites décrivez des seguiea» 
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BMQ, BNR, capables des angles FDE, FED; par le point B 
menez une sécante HN telle > que MN = DE (n* M) ; tires les 
droites MQP, NRP; le triangle MNP satisfera à toutes les con- 
ditions do problème} car 

11]!I = DE, FanglePMNssFDE, et l'angle PNM = FED. 

Les triangles MNP, DEF, sont donc égaux. 

La sécante M'N' as HN, donnerait une seconde solution. 

IM. PROBLiME {Jig* 83). Circonscrire au triangle donné 

BST> le plus grand triangle éjuilatéral possible. 

Sur les côtés BS, BT, décrivez des segmens BDFS, BGET, 

200^ 
capables de —s-; acbeyes les circonférenceiCB, CB^parlf 

point B, menez DE perpendiculaire à la corde AB ; les droites 
DS, ET y prolongées se rencontreront en un point H. Le trian- 
gle DEH résoudra le problème. En effet, par construction^ les 

angles HDE, HED, étant de --^-, TangleH tauC-^ ; fetriau^ 

ô o 

gle DEH est donc équilatéral. 

Il suffit de proufftr que la surface de ce triangle est plus 

grande que celle de tout autre triangle équilatéral circonscrit 

FOR. Or, tous les triangles équilatéraux étant semblables, on a 

DEH : FGR :: DE ': fg/ 

Mais DE est plus grand queFG (n® 14)^ la surface du triangle 
DEIJ est donc plus grande que celte du triangle FGR.. 
Le triangle DEH jouît donc de la propriété demandée* 

IM. PaoBiiHB {Jig, 84)* Inscrire dans un cerclé donné un 
triangle isoscèie j connaissant la somme S delà base et de ioh 
hauteur^ de ce triangle. 

Par le centre du cercle donné , tirez une sécante quelconque 
AQ; prenez Af ?=sS^ d'un point quelconque M de AF, con-^ 
duisez MH perpendiculaire sur AF; prenez MN = 7 FM, et 
far les potntaF, N, tiresla droite FP, qui rencontre la circon<* 
léreBee doi»ée enC et C. Menez les cordesCB; G'B^ perpendi^ 
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cnlftires sur AQ; les points D, D\ seront lesinilieux de ces cordes^ 
et en tirant les droites AB, AG, AB% AC, les triangles ABÇ^ 
ABX\ satisferont à la question. 
En effet, les triangles FMN, FDG, sont semblables , et 

FMsaaHN; donc 
FD = aDC = BC; donc AD + BC z= AD + FD = AF = & 

On démontrerait de même que AD' + B'C = S. 

Quand la somme S n*est pas plus grande que le diamètre du^ 
cercle donné , le problème n'admet qu'une solution. 

Lorsque S est telle qu'en prenant AF' = S , et MN' = \ MF', 
la droite FNT' est tangente en T au cercle OT, on tire la 
perpendiculaire TT^ à AQ, et on mène les droites AT, A'F ;. 
le triangle ATT' est le seul qui saiisfasse à la question. 

Enfin, quand la somme S est plus grande que AF', le pro- 
blème est impossible. 

Pour calculer le maximum AF' de S , au moyen du rayon 
OT =: R, on observe que les triangles OTF% TLF', étant rec- 
tangles et semblables, on a 

OT:Tr::TL:LF'; or, Lr=aTL, donc TF'=:20T = 2R. 



Mais, 0F'= \^ OT + Tr = ^ 5K^=:Ti{/5, 

et AFïsR + OF; donc AF' = (i + V^5)xR. 

S VIL Des Lieux géométriques. 

106. Problème (fg. 85). Soit XX'X* un cercle donné jO sow 
centre], et P un point donné dans le plan du cercle ^ on tire des 
droites PX> PX'> PX"^ etc ., du point Jixe P auxdifférens poinls 
Xj X'j X'j etc. j de la circonférence OA y sur les prolongemens 
de ces droites , on prend des parties PY^ PY'> PY'^ etc. j telles 
qu'on ait constamment 

a : b :: px : py :: PX' : py' :: px'' : py" :: etc. 

(a et b désignent des lignes données). Il s'agit de (routier le lieu 
géométrique des points Y jY' ,Y'',etc.j ainsi déterminés. 
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Menons le rayon OX, et par un des points Y du lieu géomé- 
trique, tirons ¥Z parallèle à OX. Les triangles semblables PQX, 
PZY^ donnent 

PO : pz :: ox : zy :: px : py :: a : b. 

Donc (i).. . PZ = - XPO, et (a). . . ZY = - X OX. 

a a 

On aurait de même ZY' = - X OX', ZY" = - X OX', etc. 

La valeur (i) de PZ est constante, car a, b et PO sont donnés: 
elle détermine la position du point fixe Z. 

Or, les distances ZY, ZY', ZY", etc., sont égales entre ellen, 
car les rayons OX, OX', OX", etc., sont égaux. 

Le lieu géométrique cherché est donc une circonférence j dont 
Iç centre Z et le rajron ZY sont déterminés par les équations 
<i) et (2). 

107 • Problème {fig . 86) . On donne de position un point VjCt 
une droite AB; on tire une droite VX, du point ^ à un point 
quelconque X de ABj et l'on mène une droite PK qui forme apec 
PX l'angle donné y j on prend sur PK une partie PY telle j que 
PX soit àVÏ dans le rapport de deux lignes données, a^b, Jl 
s'agit de trouver le lieu géométrique de l*i xtrémité Y de la 
droite PY. 

Abaissons PC perpendiculaire sur AB; menons PF sous 
paugle CPF = y, et prenons PD de manière qu'on ait^ 

a : ^ :: PC : PD. 

Si de l'angle CPD et de son égal XPY , on retranche l'angle 
commun XPD, on aura l'angle CPX = DPY. 

D'ailleurs, PC : PD :: PX : PY; 

donc les triangles PCX, PDY, sont semblables ; donc l'angle D 
est droit. 

^Fous les points du lieu géométrique cherché sont donc les 
différens points de la perpendiculaire HG élevée à l* extrémité 
D de la droite PD connue de grandeur et de position. 

Rlmarque. La droite PD pouvant être située des deux côtés 
de PC, le problème proposé est susceptible de deux solutions. 



6i raOBLÈMES 

tes. PaoBLiME (Jig. 87). On donne dé posMon un point P 
£t une droite AB ; on mène une droite PX> dupoint P à un point 
quelconque X de AB/ et l'on détermine sur PX un point T tel, 
que le rectangle PX X PY ^oit égal à un quarté donné a*» On 
demande le lieu géométrique des points Y. 

Du point P, abaissez èiir AB la perpendiculaire PC, et prenez 
sur PC un point D tel que PC X PD =:a' ; D sera un des points 
du lieu géome'trique demandé. Mais on a aussi^ 

PXxPYt=a»; donc PX t PC tî PD : PY; 

donc les tiiangles PXC, PYD, sont semblables; donc l'angle 
PYB est droit. 

Par conséquent, le lieu géométrique cherché est une circoH'^ 
Jérence dont PD est le diamètre, 

109. Problème {fig^^i)* On donne un point P sur une cir-^ 
conférence PYD connuà de gt^ndeut et de position $ on mène 
par le point P une corde quelconque PY> que l'on prolonge 
d'une longueur YX telle, que PX X PY soit égal à un quarto 
donné a^* Trouver le lieu géométrique des points X. 

Le problème précédent cokiduit immédiatament à cette coA»- 
ttuction : tirei paf le centre la droite PC , de manière que 
PD X PC = a*; la perpendiculaire AB à VC, menée par le point 
Cj sena le lieu géoiAétriifue demandée 

110. Problème (^gr; 88). On donne un poivii V etun cercle 
OA. On joint le point fitk P avec un point quelconque X de la 
circonférence 0A> et l'on tire une droite PM qui forme aifee PX 
un angle constant y. On prend sur PM une partie PX' telle, que 
les longueurs PX> VTL' , soient dans le rapport de deux lignes 
données, a, fc. H s'agit de trouver le lieu géométrique des 
points X' ainsi déterminés* 

Menez la droite PB par le point P et le^ centre ; tirez PN 
«ous Tangle BPN = ^; vous obtiendrez deux points A', B', du 
lieu géométrique demandé, en portant sur PN des parties PA', 
PB', telles que vous ayez, 

aibv.vk: PA% a : * :: PB : pb'. 
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Ces deux proportions donoent 

PA : PA' :: PB : pb' :: a : h\ d'où 
(i). . • PB+PA : PB' +PA' :: pb — pa : pb'— pa' :: a :*. 

Or, PB=bPO + OB = PO + OA, PAt=PO— OA; 
donc, PB + PA = 2P0, çt PB — PA = 20A. 

Oo verra de même, en prenant le milieu 0' de la droite A'B^, 
^e PB'+PA'r^aPO', PB' — PA' == !iO'A'. 

La proportion (i) devient 

2P0 : iPo' :: 2OA : 20'A' :: ^ : fc. 

Donc, PO : PO' :: a : b* D'ailleurs PX : PX' î: ^ : ^; 

donc, PO:PX::PO':PX'. 

Or, Vangle XPX' = OPO' = y ; donc l'angle OPX = O'PX', 
Les triangles OPX^ 0'PX\ sont donc semblables, comme 

ayant les angles égaux en P compris entre deux côt^ propor* 

tionnels ; on a donc 

ox:oX::PO:PO'::tf:^; d'où o'X' = - x ox. 

a 

Tous les points X', du lien géométrique demandé, sont donc 

éloignés du point O' d'une (pianti té constante. Par conséquent, 

le lieu géométrique cherché est une circonférence , décrite du 

if 
point 0' comme centre auec un rajron égal A - X OX. 

til. PaOBliME (Jig. 8g). On donne, de grandeur et de posi^^ 
tien, te cercle OX et la droite AB. Par un point quelconque T^ 
de la circonférence j on tire une droite XT parallèle et égale à 
AB. // s^agit de trout^er te lieu géométrique des points T. 

Du centre O menez OZ parallèle et égale à AB, la Sgftre 
OZYX sera un parallélogramme ; donc ZY = OX. Par eonsé** 
quent, le lieu géométrique cherché est la circçf^ér^nce d'un 
cercle dont Z est le centre , et dont le rajron est égal à OX. 

119. Paosubix {Jig, 90)* Deux droites indéfinies BB'j €C> 
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étant données de position , trouver le lieu géométrique des 
points X tels qu^en menant des droites XP, XQ> qui forment 
atfec BB' etCG des angles donnés Mj Cj les longueurs XP^ XQ, 
soient dans le rapport constant de deux lignes connues , a,b> 

Soit X un second point du lieu géométrique ichercfaé; siToa 
tire les parallèles xp, xq, à XP et XQ , et les droites PQ 9 p? » 
les triangles PXQ, pxq^ seront semblables , comme ayant les 
angles égaux PXQ, pxqy compris entre cAtés proportionnels ; 
donc les angles QPX, qpx^ sont égaux , et les droites PQ ^ pq^ 
sont parallèles ; on a donc 

AP : kp :: pq : /></ :: px :pa?; d'où ap : px :: kpipx; 

les triangles APX, ApXj sont donc semblables, comme ayant 
un angle APX = Apx compris entre côtés proportionnels ; les 
angles XAB, rrAB, sont donc égaux ] les trois points A, x, X, 
sont donc en ligne droite (fg. gi ). 

Par conséquent, tous les points du lieié géométrique cherché 
se trouvent sur une droite qui passe par l'intersection A des 
droites données. 

Pour construire le lieu géométrique demandé, tirez des 
droites FF, NN' {fig. 92 ) , qui forment avec BB' et CC les 
angles donnés «, ^; à partir des points £, M, où ces droites 
rencontrent les droites données, prenez des longueurs ëG= a, 
M/72 = &*, par les points G, m, tirez des parallèles GH, 7nK, 
aux lignes BB', GC^; l'intersection /i des droites GH, mK, sera 
un des points du lieu géométrique cherché ; car en conduisant 
par n des parallèles ng^nd, aux lignes FF', NN',ces parallèles 
formeront les angles «,C, avec les droites données BB% CC, et 
on aura 

/îg^=:GE = a, ndz=:mM.sszby . d'où ng\nd\l a Ib, 

La droite DAD' menée par les points connus, n, A, sera 
donc le lieu géométrique demandé. 

La question proposée admet une seconde solution. Car, en 
prenant Mm' s= ^, et en tirant une parallèle Tn*W à GG', qui 
rencontre GH en n' , il est facile de voir^ par des raisonnemens 
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analogues aux précédens^ que tous les points de la droite RS 
menée par n' et A , jouissent de la propriété demandée* 

115. Paoblèhe {Jig> 93)« Deux drcites indéfinies kMj BB'^ 
étant données de position, déterminer le lieu géométrique des 
points X tels qu'en menant les perpendiculaires XP j XQ , aux 
droites kAfj BB'j la somme des produits de ces perpendiculaires 
par les lignes connues j a, b j soit égale à un quarré donné t^ . 

Il s'agit de satisfaire à la condition 

Pour ramener celte question à la précédente, on prolonge 
la droite QX, de X vers E, et l'on porte sur QE une partie QR 
déterminée par la proportion 

A : <^ :: <^ : QR; de sorte que J** sa 6 X QR. 

Il ne s'agit plus que de satisfaire à la condition 

aXXP4-^XXQ = fexQR; d'où 

a XXP = ^»(QR - XQ) =i; X XR. 

Donc û X XP = ^ X XR; d'où XP : XR :: ^ : «. 

Par conséquent, si Ton tire par le point connu R, une paral- 
lèle CD à B'B, la question sera réduite à déterminer le lieu 
géométrique des points X tels qu'en menant les fïerpendicu^ 
iaires XP> XR> aux droites indéfinies AA'jCD, les longueurs de 
ces perpendiculaires soient dans le rapport constant des lignes 
connues, b, a. On a vu (n° 112) que le lieu géqpiétrique demandé 
est le sj-stème de deux droites qui passent par le point G , et 
l*on a donné le moyen de construire ces droites. 

ii4. Problème (^îg". 94)« Deux points A, B jetant donnés 
sur une droite indéfinie HH' j trout^er le lieu géométrique des 

points X tels que la différence X A — XB , soit égale à un 
quarré donné /*. 

On a vu (n^ 57) que le lieu géométrique cherché est une per- 
pendiculaire SS' à HH'; et nous avons donné le moyen de cons- 
truire cette perpendiculaire. 

lli$. Pboblemb (fg. gS). Deux points A ^ B ^ étant donnés j 
R* Géométrie. 5 
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déienniner le lieu géoméirique des points X telsj que la somme 

— —a — — « 

AX + BX soit égale à un quarré donné f*, 
• Ou a vu (n"* 66) que le lieu géométrique demandé est une 
circonférence dont le centre G est le milieu de la droite AB, et 
on a donné le moyen de construire le rayon. 

116. Problème (/gr-gB). Deux points AjBj étant donnés ^ 
trouver le lieu géométrique des points X tels^ que les distances 
XA, XBj soient constamment dans le rapport des lignes don- 
nées j a, h. 

Divisez la droite AB en deux parlies telles, que Ton ait 
CA : CB :: a : i. Il faudra que XA : XB :: GA : GB. 

La droite XG divise donc l'angle AXB en deux parties égales. 

Gela posé : soit pris sur le prolongement de AB un point D, 

tel que Ton ait DA : DB :: a : è ; 

on aura aussi XA : XB :: DA ; DB. 

Gette dernière proportion démontre que si l'on tire le pro- 
longement XE de AX, la droite XD divisera Tangle BXE en 
deux parties égales. En effet, conduisez la parallèle BK à DX, 
vous aurez 

XA : XK :: da : dB; d'ailleurs XA : XB :: da : db; 

donc XK = XB; donc l'angle XBK = XKB. 

Mais, les droites BK, DX, étant parallèles, 
l'angle XBK = BXD, Uangle XKB = EXD; donc l'angle 
BXD = EXD. La droite XD divise donc Tangle BXE en deux 
parties égales. Or, XG divise l'angle BXA en deux parties égales, 
étrangle BXE + BX A =200*»; donc l'angle BXG^-BXD=IOo^ 

Le point X appartient donc à la circonférence décrite sur GD 
comme diamètre; et par conséquent, le lieu géométrique cherché 
est une circonférence. 

Pour construire le point D, on observera que la proportion 

DA : DB :: a : b^ donne DA — DB : DB ;: a^b\h^ 

ce qui revient à AB : BD : : a — Z» : ô. 

On obtiendra donc BD, en construisant une quatrième pro- 
portionnellegéométrique aux trois lignes connuesa — b^b^ AB. 
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DEUXIÈME PARTIE. 

PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES POINTS , DES LICITES ET DES 
SURFACES, SITUÉS d'uWE MANIÈRE QUELCONQUE DANS 

l'espace. 



§ I*'. Des plans. De la perpendiculaire et des 
obliques à un plan. Problèmes. 

117. DÉFiNiTioif. Le plan est une surface indéfinie sur la- 
quelle une droite s'applique exactement dans tous les sens. 

Une droite menée par deux points quelconques d'un plan j est 
donc tout entière dans ce plan. 

Pour fixer les idées, nous assignerons des formes déterminées 
aux plans; mais il faudra toujours concevoir que ces portions 
de plans sont prolongées indéfiniment dans tous les sens. 

1.18. TnioRiMB. L'intersection d'une drcile açec un plan est 
un point; car si la droite avait deux points communs avec le 
plan, elle serait tout entière dans le plan, ce qui est contre 
l'hypothèse. 

119. TniQ^VLt (fg* 98). Par deux droites qui se coupent, 
on peut toujours mener un plan, et Von n'en peut mener qu'un 

seuL 

Tïtez deux droites BE, BD, qui se coupent en B, et conceve» 
un plan qui tourne autour de BD; quand ce plan reticontrera 
un point G de BË, la droite B£ sera tout entière dans ce plan 
(n^ in)>W «>le plaît «0ntinuailvà*ttufiwi^>. il quitterait néces- 
sairement le point C, de sorte que la droite BE n'y serait pia» 

comprise. 

De là, il suit: i**. que, par trois points mon en Uffie droite, œt 
ne peut fairt passer qu'im seul plan ; 

9 • • 
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a^. Que trois points non en ligne droite , ou deux droites qui 
se coupent , déterminent la position d'un plan / 

S**. Que deux plans coïncident lorsqu'ils ont trois poitiis corn- 
mnns non en ligne droit e* 

iîO. TnioRiME (/îg". 99)* Pur deux droites parallèles j on ne 
peut conduire qu'un seul plan, car sT l'on pouvait mener deux 
plans qui continssent chacun les parallèles AB, CD, en prenant 
trois points £, F, G, de ces parallèles, les deux plans passeraient 
par ces trois points non en ligne droite , ce qui est impossible 
(nMI9, i«). 

Un plan assujetti à passer par deux parallèles est donc en- 
tièrement déterminé. 

iîl. Théorème (Jtg. 100 ). Par un point donné, on ne peut 
( onduire qu'une seule parallèle à une droite donnée. 

Si, par le point £, on pouvait mener deux parallèles £B, £Q 
à la droite CD, les deux plans Q£CD, 6£CD, se confondraient, 
car ils passent par trois points £, C, D, non en ligne droite; 
on pourrait donc conduire par un même point et dans un même 
plan, deux parallèles £B, £Q, à CD; ce qui est absurde. 

tSd. Tn£oR£ME {fig* loi ). Lorsque deux droites sont paral- 
lèles y si par une de ces droites et un point de Vautre droite y on 
mène un plan , cette dernière droite sera tout entière dans le 
plan» 

£n effet, files droites AB, CD, sont parallèles, elles seront 
situe'es dans an inéme plan. Par la droite CD et un point quel- 
conque £ de AByinenez un plan, et tirez une droite £C du point 
£, à un point quelconque C de CD. Les droites CD, C£, seront 
dans ce dernier plan ; mais elles sont aussi dans le plan des pa- 
rallèles; donc ces deux plans se confondent (n® Ii9), 

195. TnéoBiME (Jig. \oi ). Lorsque par un point d'un plan , 
on mène une pqrallèh^à une droite situées dans' ce plaft J tette 
parallèle est tout entière dans le plan. 

Par le point £ du plan MN, menez une parallèle £B à la droite 
CD située dans le plan MN. Si £8 n'était pas dans le plan MN, 
on pourrait conduire dans ce plan une parallèle EQ à CD; les 
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deux droites ËQ, EB, seraient donc parallèles à CD; ce qui n'est 
pas possible (n^ 191). 

124. THÉOBiME {fig* io3). Toutes les parallèles menées par 
les différens points d'une droite ^ sont dans un même plan. 

Conduisez un plan CRK par les droites RC, RK ; si par ua 
point quelconque M deRK, vous menez une parallèleMLàRC, 
cette parallèle sera dans le plan CRK (n" 125). Toutes les pa- 
rallèles à RC, menc'cs par des points quelconques de RK, 
sont donc dans le plan CRK. * 

iU, THÉoniilE. L'intersection de deux plans esl une ligne 
droite^ car si Ton pouvait trouver trois points de l'intersection 
qui ne fussent pas en ligne droite , les deux plans se confou- 
draient (n* 119, 3*^) ; ce qui est contre rbypotlièsc. 

Une ligne droite est donc entièrement déterminée ^ lorsque lie 
doit se trouver à la fois dans deux plans qui se coupent» 

126. Théorkhq {Jig'iol\), L'intersection de trois plans qui ne 
passent pas par la même droite (t qui se coupent deux à deux, 
est unpoint ; car Tintersection de deux plans CK, LN, étant une 
droite AB, un troisième plan £G^ qui ne passe pas par AB, 
coupe la droite AB en un point P, et ce point est llnterseclion 
des trois plans CK, LN, EG. 

Un point est donc entièrement déterminé , lorsqu'il doit se 
trouçvr en même temps sur trois p^ans donnés qui ne passent 
pas par la même droite j et qui se coupent deux à deux, 

127. DiriNiTiox. Une droite est dite perp ndiculaire à un 
plan y lorsqu'elle ne penche d'aucun côté de ce plan; c'est^^- 
dire, lorsqu'elle forme des angles droits at^ec toutes les droites 
menées par son pieu dans le plan. 

Réciproquement, on dit qu'un plan est perpendiculaire à 
une droite, lorsque cette droite est perpendiculaire à ce plan . 

128. THéofiEMÉ (fg» io5). Une droite, perpendiculaire à 
deux autres qui passent par son pied dans un plan, est perpen^ 
diculaire à ce plan. 

Il s'agit de faire voir que si la droite AP est perpendiculaire 
aux droites PB, PC^ menées par son pied P dans le plan GE, 
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elle sera perpendiculaire à toute autre droite PD menée par le 
point P dans le aiéme plan* Tirez une droite quelconque MN 
qui rencontre les trois droites PB^ PD, PC, en B, D, C ; prolongez 
AP d'une longueur PA'= PA ; lirez les droites AB , AD , AC, 
A'By A'Dy A'C; les triangles rectangles APB, A^PB, sont égaux, 
comme ayant un angle égal compris entre côtés égaux cbacun à 
chacun ; donc AB =: A'B. Par une raison semblable, AG =^ A'G* 
Les triangles ACB, A'GB, sont donc égaux ; et par suite , l'angle 
ACD=A'GD. Les triangles ^GD , AXD , sont donc égaux, 
comme ayant le côté commun GD, le côté AG -= A'G, et l'angle 
AGD = A'GD. Donc AD = A'D. On en déduit que les trian- 
gles APD, A'PD, sont égaux, comme ayant un côté PD com- 
mun, et les deux autres côtés égaux cbacun à cbacun. Les 
angles APD, A'PD, sont donc égaux •, la droite APA' est donc 
perpendiculaire à PD. 

119. TnioRÈME (^g'rf IO&). Par un point donné j on ne peut 
conduire qu'un seul plan perpendiculaire à une droite. 

Si, par le point P, on pouvait mener deux plans PR, FQ, 
perpendiculaires à la droite AB, cette droite serait perpendi- 
culaire à ces deux plans (n^ 127) ; conduisant un plan par le 
point P et par la droite AB, les intersections PG, PH, de ce 
plan avec les plans PR , PQ , seraient perpendiculaires à AB f 
donc , par un même point P, on pourrait mener dans le plan 
d'une droite AB, deux perpendiculaires PG^ PH, à cette 
droite j ce qui est impossible. 

150. TnéORàME {Jig^ 107}- '^'^ p^^ ^^ pùinl d'une droite j on 
mène un plan perpendiculaire à cette droite j et des perpendi' 
culaires à cette droite ^ toutes ces perpendiculaires seront dans 
ce plan* 

Par le point B de AF^ conduisez le plan GË perpendicu- 
laire à AF, et- menez des droites BN, BM, BD, etc., perpeodi^ 
culaires à AF ; toutes ces perpendiculaires seront dans le pian 
GË, car si la perpendiculaire BD à BA, n'était pas dans le 
plan GË^ le plan mené par les droites AB^ BD^ couperait le 
plan GË^ suivant une droite BI; perpendiculaire à BA (q° 127} ; 
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les angles ABI y ABD, situés dans un même plan, sei*aieut 
doue droits; ce qui est absurde. La droite BD est donc dans 
le plan GE. 

131. Théorjlme. i®. Par un point donnée Iwrs d'un plan ou 
Biir un plan., on ne peut mener qu 'une seule perpendiculaire 
à ce plan, • 

Si par le point A {Jig* 108) , pris lK>rs du plau GE, ou pou'v 
vait mener deux perpendiculaires AB, AI, à ce plan, le 
iriatigle ABI aurait deux angles droits ABI, AIB \ ce qui est 
impossible. 

Si par le point B (.fig» 109) du plan GE, pn pouvait élever 
deux perpeudiculairesBA, BP, àce plan, en menant un plan par 
ce5 deux lignes, il couperait le plan GE suivant une droite BI, 
et les angles ABI, PBI, seraient droits (n® 127); ce qui est impos- 
sible, puisque les droites BA, BP , BI , sont dans un même plan. 

a**. La perpendiculaire A^ {fs* ^ 'o) menée d*un point quel^ 

conque Âj sur un plan GE> est plus courte qu*une oblique 

quelconque Al j car le triangle ABI , rectangle en B, donnant 

Âiî'= AÏ*— BÎ,' ou a AB < AÏ,* d'où AB < AI . 

3*. Deux obliques AI , AD , (y%. no), gui s'écartent égale- 
ment du pied de la perpendiculaire AB> sont égales^ car les 
triangles rectangles ABI, ABD, sont égaux, et donnent AI ^:^ AD. 

4**. De deux obliques j celle qui s 'approche le plus de laper-^ 
pendiculaire j est la plus courte» 
. Soit BI<^BC {fg. uo); les triangles rectangles ABI^ ABC, 
donnent 

AC*= AB'+ BC", et Âï'= abV BÏ.' 

Or, BI est plus petit que BG ; donc AI est moindre que AG. 

5*. On prouverait de même que deux obliques égales 
s^écartent également du pied de la perpendiculaire j et que 
si une oblique est plus courte qu^une autre j elle est plus près 
de la perpendiculaire, 

158. Th^orèwe {fig* I i i)« Lorsqu'une droite fait des aagles 
égaux af^ec trois droites menées par son pied dans un plan, 
elle est perpendiculaire à ce plan. 
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Concevez que la droite AB forme des angles ëgaux avec les 
droites BG, BD, BK, menée» par son pied dans le plan GE; 
prenez Bl=BM=rBN ; tirez les droites AI, AM, AN; les trian- 
gles ABI, ABM, ABN, seront égaux; ks obliques AI, ÂM, AN, 
sont donc égales; elles s'écartent donc également du pied de la 
perpendiculaire , menée du point A sur«le plan GE; le pied de 
cette perpendiculaire est donc également distant des points 
I, M> N ; il est donc le centre B de la circonférence qui passe par 
CCS trois points ; AB est donc perpendiculaire au plan GE.. 

155. TnioRiME {fg* iia). Si du pied E de la perpendcU'- 
laire AB au plan GE> on mène une perpendiculaire "El à la 
droite HK située dans le plan GE> la droite AI sera pcrpendi^' 
culaire sur HR. 

Prenez IC=:ID; tirez BC, BD, AC et AD; les obliques BC, BD 
étant égales, les triangles ABC, ABD, rectangles en B, sont 
égaux ; AG est donc égal à AD • les triangles AIG, AID, sont 
donc égaux ; le& angles AIG, AID, sont donc égaux; AI est 
donc perpendiculaire à IIK. 

154. TDioB£M£ (Jig^ 11^). Lorsqu'une droite est perpendi^ 
culaire à un plan , toute parallèle à cette droite est perpen^ 
diculaire au même plan. 

La ligue BA étant perpendiculaire au plan G£, si, par un 
point quelconque I de ce plan, ou mène une parallèle IPà BA, 
et si Ton tire la droite BIH , l'angle PIH sera droit , comme 
égal à l'angle droit ABU. Dans le plan GE, tirez la droite GID 
perpendiculaire à 61 , et joignez AI ; l'angle AID sera droit 
(n^ 155) ; mais déjà l'angle BID est droit; donc DI est perpen- 
diculaire au plan ABIPdes droites lA, IB;donc l'angle DIP est 
droit. Ainsi, PI est perpendiculaire aux droites IH, ID, menées 
par son pied dans le plan GE ; la ligne PI est donc perpendicu- 
laire au plan GE (n» 128). 

i5S.THÉ0BÈME {fg* 1 14). Deux perpendiculaires à un même 
planj sont parallèles. 

Si les droites AB, PI, perpendiculaires au plan G£, n'étaient 
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pas parallèles, par un point quelconque A de AB y on pourrait 
tirer une parallèle AN à PI*, AN serait perpendiculaire au plan 
G£(n® 154) ; on pourrait donc mener par un point A, deux per- 
pendiculaires AN, AB> au plan GË ; ce qui est absurde (n* iSl). 

156. TnioRiME {Jîg. Ii5). Deux droites parallèles à une 
troisième j sont parallèles entre elles ^ car les droites AB, CD , 
étant parallèles à FH, le plan GE , mené perpendiculairement 
à FH, sera perpendiculaire aux droites AB, CD,, parallèles à 
FH (n" 154) ; les droites AB, CD, perpendiculaires au plan GE , 
sont parallèles entre elles (n** 155). 

157. THioRiuE. Les perpendiculaires abaissées, sur un pTan^ 
des diff'érens points d*une droite j sont dans un même plan. 

En effet, ces perpendiculaires sont parallèles entre ellea 
(n9 155) ; or, les parallèles menées par les differens pointsd^une 
droite, sont situées dans un même plan (n® 124) ; le principe 
est donc démontré. 

158. PaoBLiME. (Jig* 116). Par un point B, pris sur la droite 
AB , mener un plan perpendiculaire à cette droite. 

Suivant AB, conduisez deux plans ABC, ABD; dans ces 
plans, tirez des perpendiculaires BC, BD, sur AB; le plan 
OE, mené par les droites BC, BD, sera perpendiculaire à 
AB K *28). 

159. PttOBiiais (Jig. 117). Parunp(dfU C, pris hors d'une 
droite ABj mener un plan perpendiculaire à cette droit?. 

Du point C, menez une perpendiculaire CF à BA; par le point 
B, tirez BD perpendiculaire sur AB; le plan GE, conduit sui- 
vant les droites CF, BD, sera perpendiculaire à BA et passera 
par le point C. 

140. PfiOBLihcE (^g* 118). Par un point Aj pris hors d'un 
plan GE> mener une perpendiculaire à ce plan. 

Dans le plan GE, prenez trois points I, M, N, également 
distans du point A ^ si AB est la perpendiculaire demandée, les 
obliques i^ales AI, AM/ AN, seront également éloignées dtt 
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pieU B du la perpeniliculair<i; le poiol B sera donc le centre de 

la circonférence qui passe par les points I , M, N . 

Ainsi, pour construire le point B, il auffit de tirer des per- 
pendiculaires sur les milieux des droites MI , MN ^ ces perpeu* 
diculaires se couperont au point B demandé. 

141. Problème (^g> 1 19). Par un point D, pris sur un plan 
GE jTnener une perpendiculaire à ce plan. 

Par un point quelconque A, pris hors du plan GE, menez une 
perpendiculaire AB à ce plan (n^ 140) ; la parallèle DC à B A sera 
la perpendiculaire demandée (n° 134). 

§ IL Des droites et des pîajis parallèles ; de la plus 

courte distance. 

i48. DiFiNiTiONs. TJtiplan et une droite sont dits PàR^LLÀLEs, 
lorsqu'ils ne peuçent pas se rencontrer, quelque loin qu* on les 
prolonge. Deux plans sont parallèles, lorsqu'ils ne peui^ent 
pas se rencontrer, quelque loin qu'on les prolonge. 

145. TnioRiME {fg, 120). Toute parallèle k&, à une droite 
CD située dans un plan PQ , est parallèle à ce plan; car les 
parallèles AB, CD> étant dans un même plan ABDG, la droite 
AB ne pourrait rencontrer le plan PQ , qu'en un des points de la 
droite CD; ce qui est impossible, puisque AB est parallèle à CD. 

144. TeioRiME {fg. 120). Quand une droite AB est paral- 
lèle à un plan PQ , tout plan conduit par celte droite, coupe le 
plan PQ , suiuant une parallèle CD ^ AB. 

En effet, la parallèle AB au plan PQ , ne peut pas rencontrer 
la droite CD , située dans ce plan ; mais les droites AB , CD, 
sont dans un même plan AD ; elles sont donc parallèles. 

145. Théorème {fig^ 121). Lorsqu'une droite Èk^ est paral- 
lèle à un plan PQ , si , par un point C dit plan PQ , on mène 
une parallèle CD à AB^ cette parallèle sera tout entière daM 
le plan PQ. 

Si la dfoite CD n'était pas dans le plan PQ , le plan des pa-^ 
rallèles AB, CD, couperait le plan PQ, suivant une paratl^le Cl 
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à AB (n^ 144) ; on pourrait donc mener par le potnl G denx 
parallèles CD^dl, à ABj ce qui est absurde (n"" 121). 

146. TeioRÉME (^g. 122). Quand deux plans se coupent j si 
par un point de l'un des plans j on mène une parallèle à l'inter^ 
section j cette parallèle sera dans ce plan , et sera parallèle à 
l'autre plan, RiciPROQUEVÈNT^ si par un point de l'un dek 
plans J on mène dans ce plan une parallèle à l'autre plan , cette 
élemière ligne sera parallèle à l'intersection. 

Soient deux plans GE, GF, qui se coupent suivant la droite 
GA ; si par un point G du plan G F on mène une parallèle GF 
à GA , la ligne GF sera dans le plan GF (n» 185) , et GF sera 
parallèle au plan GE (n"" 143). 

Réciproquement, Si par le point G du plan GF, on mène 
"dans ce plan une parallèle GF au plan GE, cette ligne sera 
parallèle à GA ; car les droites CF , GA , étant situées dans un 
même plan GF^ si la première droite n^e'tait pas parallèle à la 
seconde , elle la rencontrerait en un point du plan GE ; la 
droite GF, parallèle au plan GE, rencontrerait donc ce plan; 
ce qui est absurde. 

147. Théorème (Jig, 123). Une droite j parallèle à Vinter^ 
section de deux plans, est parallèle à chacun de ces plans ^ et 
réciproquement, toute droite parallèle à deux plans j est pa^ 
rallèle à l'intersection de ces plans, 

Goncevez une droite GF, parallèle à l'intersection AH, des 
plans HD, HB ; la parallèle GF à la droite AH située dans les 
plans HD, HB, est parallèle à chacun de ces plans (n<* 145). 

Réciproquement, Si la droite GF est parallèle aux plana HB, 
HD, elle sera parallèle à l'intersection AH de ces plans : car si 
Von mène par un point de l'intersection AH, une parallèle à 
GF, elle sera située dans les deux plans HB , HD, qui sont pa- 
rallèles à GF (n" |4i>); donc cette parallèle n*est autre que l'in- 
tersection AH ; donc les droites GF, ÀH, sont parallèles. 

148. THÉORàvÈ {Jig, I34)* Lorsqu'une droite]^ e^ paml'^ 
lèle à un plan GE^ toutes les'^ perpendiculaires méfiées des, dif^ 
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férens points de la droite sur le plan, sont perpendiculaires à 
cette droite. 

Menez RG perpendiculaire aa plan G£ ; conduisez un plan 
RD, par les droites RK« RG; ce plan coapera le plan G£ sui- 
vant une droite GD parallèle à RK {u? 144) ; mais l'angle RGD 
est droit -, l'angle GRK est donc droit j GR est donc perpeDdi- 
culaireà RK. 

140. THioRÈME (Jig, 1^4)* Lorsqu'une droite RK est pa rai-- 
lèleàunplanGlSij toutes les perpendiculaires menées des diffé^ 
rens points de cette droite sur le plan, soni égales entre elles. 

Tirez des perpendiculaires RG, ML, KD, au plan GE; ces 
perpendiculaires seront parallèles (n* 13S), et situées dans un 
même plan GDKR (n® 157) ; ce plan coupera le plan G£ , sui- 
vant une droite GD parallèle à RK (n** 144) ; les parallèles KG, 
ML, KD, comprises entre les parallèles RK , GD, seront égales 
entre elles, ce qui démontre le principe énoncé. 

Les parallèles RG, ML, KD,sont perpendiculaires à la droite 
RK (n» 148) , et au plan GE. 

150. Problème. Une droite étant parallèle à un plan, on de^ 
mande la plus courte distance de la droite au plan. 

Les perpendiculaires menées des différens points de la droite 
sur le plan étant plus courtes que les obliques menées de ces 
points sur le plan, et ces perpendiculaires étant égales (n° 149), 
chacune d'elles mesure la plus courte distance demandée. Gette 
> plus courte dislance est perpendiculaire au plan et à la droite. 
Tous les points d^une parallèle à un plan sont donc égaler 
ment éloignés du plan, 

151. TiiioRÈME (Jig, I24)* Lorsque deux points ^jK, d'une 
droite j sont à égale distance d'un plan, celte droite est parai-- 
lèle au plan ^ car les perpendiculaires RG, KD, au plan GË, 
étant égales et parallèles (n^" 135), RK est parallèle à GD ; et 
par conséquent, RK est parallèle au plan GË (n^ 145). Ge qui 
démontre le principe énoncé. 

lôH. TrAorème {fg. 125). Deux plans Ml^, VQ, perpendi-^ 
culaires à une même droite AG^ sont parallèles» 
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Si ces plans n'éUicnt pas parallèles, ils se couperaient. Soit 
O Tun des points de Tintersection ; joignons ce point avec les 
points A 9 C, où la ligne ÂC rencontre les plans MN, PQ; la 
droite AG serait perpendiculaîre aux lignes A , OC , menées 
par son pied dans ces plans (n** 187) ; on pourrait donc tirer 
deux perpendiculaires d'un même point sur une droite AG, 
ce qui est absurde; les plans MN, PQ , ne peuvent donc pas se 
rencontrer ; ils sont donc parallèles. 

185. TuÉORiME {fig» 126). Les intersections de deux plans 
parallèles, par un même plan, sont parallèles. 

Si les intersections AB , GD , des plans parallèles MN , PQ , 
par le plan ABDG, n'étaient pas parallèles, comme elles sont 
dans ce dernier plan , elles se rencontreraient; les plans paral- 
lèles MN, PQ, se rencontreraient donc ; ce qui est absurde. 

184. THÉOBiME {fg' Ï27). Par un point donné, on ne peut 
conduire qu'un seul plan parallèle à un plan donné. 

Supposons qu'on puisse mener par le point A, deux plans AR, 
AQ , parallèles au plan GKE ; si l'on conduit par le point A un 
plan quelconque A6KG, les intersections AB, AH, de ce plan 
avec les plans AQ, AR, seraient parallèles à GK (u** 185) ; on 
pourrait donc tirer par le point A, deux parallèles à GK ; ce qui 
est absurde (n® ISl). 

158. THÉORiME ijig' ia8). Lorsque deux p!ans sont parais 
lèles, la perpendiculaire à l*un de ces plans est perpendicu^ 
laire à l'autre. - 

Goncevezdeux plans parallèles MN , PQ; menez la droite AG 
perpendiculaire au premier plan ; je dis qu'elle sera perpendi- 
culaire au second ; car en conduisant un plan quelconque ABDG 
par AG, les intersections de ce plan avec les plans parallèles 
MN, PQ, seront deux parallèles AB, GD ; la perpendiculaire AG 
au plan MN, est perpendiculaire à la droite AB menée par son 
pied dans ce plan ; mais GD est parallèle à AB ; la ligne AG est 
donc perpendiculaire à une droite quelconque GD^meiiée par son 
pied dans le plan PQ; AG est donc perpendiculaire au plan PQ. 
186. TsioRÈME {Jig* 129). Deux plans parallèles à un irai-» 
sième , sont parallèles entre eux. 
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Concevez deux plans L, M, parallèles au plan N, et menez une 
perpendiculaire CD à ce dernier plan; CD sera perpendiculaire 
aux plans L et M (n^ltflS) ; les plans L , M> seront donc paral- 
lèles comme perpendiculaires aune même droite CD (a® ItfS). 

IW. TBtohkuE(Jig. i3o). Les parallèles comprises entre 
plans parallèles, sont égales. 

Soient les parallèles AB, CD, comprises entre les plans paral- 
lèles MN, PQ ; menez le plan BC suivant ces parallèles; les inter- 
sections AC, BD, du plan BC avec les plans parallèles MN, PQ, 
seront parallèles; mais AB et CD sont parallèles ; ABDC est 
donc un parallélogramme ; AB est donc égal à CD; ce qui dé- 
montre le principe e'noncd. 

158, TnÉORiME (Jïg. i3i). Lorsque deux droites qui se cou^ 
pent , sont parallèles à deux autres droites qui se coupent j les 
angles formés parles deux prendères droites, sont respectif^e" 
ment égaux aux anglesjbrniés par les deux autres droites. 

Par deux points quelconques A, A', menez des droites BD^ CE, 
B'D', CE', parallèles deux à deux.Prenez AB=A'B'etAC=zA'C'; 
tirez les droites AA', BB', CC, BC, B'C. Les lignes AB , A'B', 
étant égales et parallèles, BB' est égal et parallèle à A A'; de 
même, AC étant égal et parallèle à A'C, les droitesCC^, A A\ sont 
égales et parallèles ; BB'est donc égal et parallèle à CC" (n"" 156); 
BC est donc égal à B'G ; les triangles ABC, A'B'C^, sont donc 
égaux; les angles BAC, B'A'C, sont donc égaux; ce qui dé- 
montre le principe énoncé. 

159. Théorème. (Jig. i Sa). Lorsque deux droites qui se cou^ 
pcnJt, sont respectivement parallèles à deux autres droites qui 
se coupent , le plan des deux premières droites est parallèle 
au plan des deux autres» 

Par deux points quelconques A% A, menez des droites A'B', 
A'C, tespectiTement égales et parallèles aux deux droites AB , 
AC; les trois droites AA% BB% CC, seront égales et parallèles* 
Si les plans BAC, B'A'C^, n'étaient pas parallèles , on pourrait 
mener par le point A, un plan bkc parallèle au plan B'A'C; le 
plan hkc couperait BB' et CC'^ en b et c, et l'on aurait {n'^kW)^ 
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AÂ'=iB'sîscC'5mais,AA'=BB'=^CG';donc,BB'=^B',œ'=cC'; 

ce qui est absurde ; les plans ÂBG, A'B'C, sont donc effective- 
ment parallèles. 

160. THioitiME {fig* ï33 ). Lorsque deux droites qui se cou^ 
pentj sont parallèles à un plan donné , le plan conduit par ces 
droites est parallèle au plan donniK . 

En effet, si les lignes AB, ÂG, sont parallèles au plan MN, la 
perpendiculaire A Pau plan MN, sera perpendiculaire aux droites 
AB, AC, (n°i48); les plans MN, BAC, sont donc perpendtcu* 
laîres à la droite AP; ces plans sont donc parallèles (n° ll$9). 

161. PaOBuàME. Déterminer la plus c ourle distance entre deux 
plans pandlèles. 

La plus courte distance d'un point à un plan étant la per«^ 
pendicttlaire menée du point sur le plan, la plus courte dis* 
tance detnandée est nécessairement Vune des perpendiculaires 
menées de l'un de» plans sur l'autre plan. Mais, toute perpendi- 
culaire à l'un des plans est perpendiculaire à l'autre plan 
(u® 10^); la plus courte distance demandée sera donc une per- 
pendiculaire commune aux deux plans ; or, ces perpendiculaires 
sont parallUes (n*" lSi(), et égales (n° 1S7); chacune d'elles me- 
sure donc là plus courte distance demandée. 

Ainsi, deux plans parullèles sont partout à égale distance y 
et leur plus courte distance est ime droite perpendiculaire A 
chacun d'eux. 

162. Theobème (Jig» i34). Étant données trois droites AB , 
CDj EFj égales et parallèles, si l*on joint leurs extrémités par 
des droites j les triangles ACEj BDF^ qui en résulteront j seroi^t 
égaux j et les plans de ces triangles seront parallèles. 

Les droites AB, GD,EF, étant égales et parallèles , les qua- 
drilatères BG, B£, DE, sont des parallélogrammes. Par. consé- 
quent , AG est égal et parallèle à BB , et AE est égal et parallèle 
à BF; les angles GAE, DBF, sont donc égaux (n"" 158) j les 
triangles GAE, DBF, sont donc égaux, et les plans de ces 
triangles sont parallèles (n* i^9). 



^ 
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165. THioRiMB {fi'g^ i3S). Lorsque par plusieurs points Bj 
D^ F., H^ d'un plan MN^ on mène des droites BAj DC^ FE^ HG^ 
égales et parallèles, les extrémités K, C^ E^ G^ de ces droites j 
sont dans un même plan parallèle au plan MN; car si cela 
n'éuU pas, en conduisant par le point A un plan PQ , parallèle 
au plan IfN, il couperait les droites données en <les points, 
c^ e^ gt tels que Ton aurait (n* itfY), 

BA=Dc=:F^=%. Or, BA=DC5=:FE = HG; 

il faudrait donc que Ton eût , DC= De , FË = F^ , HG = H^ ; 
ce qui ne peut avoir lieu que lorsque les points G, E^ G, sont 
dans le plan PQ, parallèle au plan MN. 

164. THioRiHE {/ig. i36). Si par quatre points quelconques 
Bj Dj F> K, de deux parallèles GH , ST^ on mène quatre droites 
parallèles BM ^ DN j FP^ KR / ^t si après at-oir pris BA=r DC^ on 
conduit par les points A> C, un plan quelconque qui coupe 
FP et KR j en des points Ejlj Its droites FE> Kl, seront égales. 

Les lignes AB, BD,étant respectivement parallèles aux droites 
IK, KF^ le plan ABDC des deux premières droites est paral- 
lèle au plan IKFË des deux autres (n® ItfO) ; les intersections 
AC, lE, de ces plans parallèles a yeé le plan I AGE , sont donc pa* 
rallèles; les lignes BÂ, DG, e'tantégales et parallèles, AC est pa- 
rallèle à BD ; les droites KF, AC, parallèles à BD, sont parallèles 
entre elles ; les lignes lË, KF, sont donc parallèles entre elles, 
comme parallèles à AC;mais IK est parallèle à ËF; ËFKI est 
donc un parallélogramme -, les droites FË, Kl, sont donc égales. 

165. TB^oRiME {Jig, i36). Lorsque par quatre points queU 
conques B, D, F, K, de deux parallèles GH, ST ^ on mène 
quatre droites parallèles BM, DN, FP, KR, sur lesquelles on 
prend B A = DC, FË =3 KT, les points A, G, Ë, I, sont dans un 
même plan ^ car s'ils n'y étaient pas, le plan mené par les points 
A, G, Ë, couperait KR en un point / tel, que Ton aurait 
FË=Ki (n* 164) i mais par hypothèse FE = Kl; les droites 
Kl, Ki, seraient donc égales, ce qui est absurde. 

166. PaoBLàMB (^g. i37). Trouver la plus courte dislance 
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eotre Jbgua diXHti s ABj CD/ situées d'une majdère quelconque 
dans l'espace» 

. Le plus court dtemiBid'ttii point à hd auUe éimt la droite 
qui joint cet points, et la ligae la plm courte qu'on poisse tifer 
d'an point à une droite étant la perpendiculaire menée de ce 
point sur la droite « il est facile d'en conclure que laplum eourêe 
distance enitre deux droites AB> ÇD^ non situées dans un 
mémejplân^ est uneperpendiçulaire commune àcesdeuçc droites* 

Pour construire cette perpendiculaire » par un point quelcon- 
que G de CD, tirez une parallèle CF à ÀB^ conduisez un plan 
MN par les droites CD , CP , ce plan sera parallèle â ÂB (n* 145); 
par un point quelconque H de AB , menés HK perpendiculaire au 
pU|n MNj par le pied K de cette perpendiculaire, meoez KS 
parallèle à FC \ prenez HP = KS. La droite PS sera la perpen-* 
dicttlaire demandée; car )es lignes KS, AB, étant parallèles i 
FC, sont parallèles entre elles (a* 136) ; et la perpendiculaire 
HK à KS est perpendiculaire sur AB; mais HP est égal et pa- 
rallèle à KS; PHKS est donc un rectangle ; PS est donc perpen- 
diculaire à la droite AB, et au plan MN (n* IS4); la ligne PS, 
perpendiculaire au plan MN, est aussi perpendlcnlaira â la 
droite CD, qui passe par son pied dans ce plan ; la droite PS 
est donc à ta fois perpendicnlairé aux deux lignes AB , CD. 

Cela posé i jedisqtteladrmtePSest plus courte qu'une droite 
quelconque HD, terminéeaux droites AB,CD. En effet, si par 
le point H on tire une perpendiculaire au plan HN, le pied de 
cette perpendiculaire ne pourra pas tomber en un point E de 
CD, car HE serait parallèle â PS(n<'i3tl),et les droit^ÂB, CD, 
seraient dans tin même plan PHES ; ce qui est contre l'hypo- 
thèse. Soit donc HK ulie perpendiculaire au plan MN, elle est 
plus courte quel'obKque HD ; mais HK = PS , car AB est pa- 
rallèle au plan MN ; la droite PS est donc plus courte que SD ; 
cette droite est donc la plus courte distance demandée. 

§ IIL Angles formés par des droites et des. plans, 

■ ■ 

167. Deux droites, situées d'une manière quelconque dans 
H, Géométrie, 6 
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» 

l'espace, penveaft ne pas le eouper, quoiqu'elle! ne soient pas 
parallèles. Pour prendre une idée de l'inclinaison de ces li- 
gnes» on laine par nn point qœlooiMpM deux parallèles à ces 
lignes» ai Ton est cowrentt de prendre Fangk formé par ces 
iK>nTeUfiS lignes y ponr la «lesare de Tindinaison des <^ites 
donaéeSé 

Diaprés cette convention , pour épcduer Vangle que deux 
droites font enire eties, on mène des paraUètes à ces droites ', 
par un même point ^ l'angle formé par ces nottpeltes lignes , 
mesure l'inclinaison des droites données, 

REM4SQDB. $i les droîtes données étaient parallèles entre 
elles, en menant par nn point quelconque denx parallèles aux 
lignes données , ces parallèles se confondraient ; Tinclinaison 
des lignes données serait donc nulle. Il résulte donc de la cou* 
Tention établie pour la mesure des angles, que Vangle formé 
par deux parallèles est nul. 

Il en résulte aussi ([ix^une droite perpendiculaire à un plan j 
fait un angle droit apec toutes les, droites situées dans ce plan. 

En effet (Jig. i3g), soit la àtoit^ ÇG, perpendioDlaire au 

plan W^ ; tirei& dans ce plan une droite qu^lconq^^f £^et par le 

point F, mene« FG paraUèle à GB^ Ji^inciW CF£ sera, dnoit 

(n® 1^) ; mais cet angle me^vre Vincli^m^on 4ea dcoîiea B&« 

FE| donc G€;s lignes fopt entre ell^ un angle droite 

■»^ • . . 

I6S. THio&iifE (T^g:* i^o). Si 4'^n point quelconqueTA^d'im^ 

oblique BM au plan GE> on mène une perpendiculaire MD mr 

ce plan /. et si l'on, tire la droite BDpar le pied de l'oblique et 

te pied de la perpfndicvilaire ^ Vangle MBD sera le plus, petit 

de tous le9 angles formés par t'obliqMe £M opcç les droites 

inenées par son pied dans le fi^n CîE. 

Conduisez une droite quelconque BK dans le planGE; prenez 
BGss BD> et tirez MC. La perpendicalMre MBau plan GBsera 
plus courte que l'oblique MG ; mais les cô tés MB , BD , du triangle 
MBD , sont respectivement égaux aux côtés MB, BC, du triaugle 
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MBC, et MD e»t pitis peiU qvé MC^ Tangle MBD est àùtkC pké 
petit que V(ànQ\e MBC, 

RsiURQUE. L'aR^te iSBD.est celui qit'on prend pour lâ mer 
sure de l'inclinaison de l^oblique BM sur le plan QE t et le 
triangle rectangle MBD nipntre que V angle formé pmr, une 
droite at^ec un plan est le compiément de l'angle formé par 
éètte droite avec la perpendiçutair^ menée de l'un de 30m 
points sur le plan 9 

! ÊÙB^ TnÊeicteB i^gé 141), iw angiéBforr^ê par une dhk'te 
fu&lconfuê' QCyûêfic desplùmfparaltèléê DNj PQ> scmt égauûe. 
£b efety BEHtes'd'u^ poittt qiMkmqne O dé GC, une pef^ 
pendiciddire GB àu plan DN, «lia Sera pèif endicttlaire au plan 
PQ (n» 15»); condoiMK iM plAft CGB (Mtt* leé droites GC, ÔB, 
il coupera les plans parallèles DN, PQ, «uiyant deux drokes 
AH, MK, qui seront parallèles (û® 155); donc le» angka GAH^ 
GMK, que la Itçne G<3 forme avec lea planer parallèles DN, PQ, 
seront égaux. ^ 



190. Tff£(Mi«g (/g. itfl). Qièand plusieurs droites menées 
par un.pùin£ doMié fsrU déé angleé égaujf dtrec nuplan^ètteà 
rencontrent ce plan en dçs points situés sur la circorférene^ qui 
a pour centre le pied, de la perpendiculaire abaissée du paimt 
donné sï^r le plav>, 

pu point dpn^é A, tîres^ des obliques AÎ^ AM, AN, etc., 
guî forment des apgTes égfliujK^aveç le plan GJE , et qpx reii«OB^ 
trent ce plan en l , IJ, N , etc.5 mene|i AB perpendiculaire au 
plan GË ; par le pied B dé cette perpendiculaire, et les poîntf 
ï, M, N, etcc, tirez les dsoites BI, BM, BN, etc.} les aiigles 
AIB, AMB, ASTB^etc, que forment lesed)liquesaveçU pian Q% 
sont supposés égaux; l<es triangles rectang^ ARI, AW» 
ÀBN, ett., sont donc ég^ux j. les droites BJ,. BM, B»y etc;,, 
sont donc égales. Les points I, M^ îf , ^c.^ somt donc utuéssar 
1^ circonférence décrite du point B comme centre, ared le 
rayon BI, 

-_ ^ >■ .1 * ».*.. 

« 

, iïlw Tntomtaoi {Jig, 144), Lorsque plAsietirs dnkes égales 

6.. 
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Alj AM, ASj etc. j font des angles égaux apec une droite ÀD^ 
les extrémités I^ M> N^ etc., de ces droites, sont situées sur une 
circonférence dont le plan GE est perpendiculaire à AD. Le 
point de rencontre de AD apec lejdan GE est le centre B de la 
drconférence . 

Parle point I, laçnez un plan GE perpendiculaire à ÀD; ce 
plan rencontrera AD en un point B. Tirez les droites BI, BM, 
BNy etc.; les triangles ABI, ABM, ABN, etc., seront égaux 
comme ayant un angle aigu égal y compris entre c&tés égaux ; les 
angles ABI, ABM, ABN, etc., sevont donc <%aux; «uûs Fangle ABI 
est droit ; les lignes BI, BM, BN, .etc., sont donc perj^esdlea* 
laires à AD; toutes ces lignes sont doue danak plan GE perpen- 
diculaire à AD (n^" 130). Mais, les droites BI, BM, BN, etc., 
sont égales ; le principe est donc démontré. 

17i. Pour concevoir V angle formé par les deux plans ABCD, 
ABEF {fig* i43)> qui se coupent suivant la droite AB^ suppo- 
sons que ces plans étant d'abord appliqués l'un sur l'autre, on 
laisse 6xe le plan AC , et que l'autre plan tourne autour de la 
droite AB; la quantité dont le second plan s'écarte dttpmmier 
est ce qu'on pomme Xangle dièdre formé par les^ deux planst 

175. On fait dépendre la mesure de cet angle dièdre, de Fan- 
gle rectîligne formé par deux droites' AD, AF, {fg. i4S}, nte- 
nées dans les deux plans par un point quelconque A de l'in- 
tersection. Or, pour que l'angle rectiligne DAF puisse servir de 
mesure à l'angle des plans , il faut et il suffit que ces deux an- 
gles soient nuls en même temps; et qu'ils varient dans le même 
rapport. 

La première condition exige que les droites AD, AF forment 
des angles égaux avec l'intersection AB; car autrement l'angle 
DidP de «es droites ne deviendrait pas nul, quand le plan mo- 
bile AE coïnciderait avec le plan fixé AG. Kous supposerons 
donc que les angles BAD, BAF, sont égaux. 

La seconde condition ne saurait avoir lieu, si les angles BAÛ, 
BAF, ne sont pas droits. En effet , si le plan AË, d'abord cou- 
ché sur le plan AC , fait une demi-révolution autour de AB, 
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dfe manière à Tenir 8*àppliqoer tur le prôloogemeni ikO-du planr 
ÀGf les deax plans, prolongés indëfioîment, coïncideront dans 
tonte leur éléndne; la droite AF prendra la position AK ; el il 
fimdia que AK sott le prolongement de AD, car aotreinent 
YineliMiisôn de Amx plans qui coïncident sérail mesurée par 
un angle rectiligne K AD, qui serait aigu on obtus ; ce qui ne 
peut avoir lieu. Mais ^ les angles BAK^ BAD, sont égaux ; ce» 
angles sont donc-droits. 

Par conséquent, />oiir que tangte dièdre de deux plans qui- 
se cOiipent, puisse être mesuré" par V angle rectiligne de di^ux 
droites menées dans ces deux plans par un même point de IHn^ 
tersection des plans, il faut que ces deux droites soient per-^ 
pendiculùîres àl*inJtersectiondes plans, 

174. Théorème. Un angle dièdre a pour mesure Vangle 
firme par les perpendiculaires menées dans les deux plans j, 
à un même point de l'intersection . 

1^ L'angle des perpendiculaires est le même, en quelque 
point de rîntersection qu'on les élève; car en nicnant dans les 
plans AG , AE, {fg. 1 43) , des perpendiculaires AD, £C, AF, BE, 
sut rîntersection AB de xes deux plans, BC sera parallèle à 
AD, et BE.sera;paraUèle â A£ ; les angles CBE , DAI?, sontdobc 
égaux (n« 11S8). 

Il ne reste dbnc plus qu'à démontrer que l'angle rectiligne 
àés deux perpendiculaires, varie dans le même rapport que 
Tangl'e despbins. 

!•. (fg. 143 et i44)- Lorsque Tangte dièdre DABF, formé 
par les plans AC,AE, est égal à Fangle dièdre D'A'B'F', formé par 
les plans A'C',A''E', si Ton mène daos ces ptans des perpeudicun^ 
laires AD , AF , AD' | AT , aux intersections AB , A'B' , 1 es anglea 
rectilignes DAF, D'A'F, seront égaux ; car les angles dièdres 
étatit égaux, si l'on applique te plan A'C'sur le plan A6, de ma- 
nière que les côtés A'B',A'D',de l'angle droit B'A'D', tombent 
sur les côtés AB, AD, derangledroitBAD,leplan A'F prendra 
la direction du plan AE, et A'B' tombant sur AB, la perpendi- 
culaire A'F' à A'B' tombera ter la perpendiculaire AF à AB ; les 
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4fW f^^ A'D'i AT, de Vw^la D'A'P. tomtoni fur 1#» d<w 
$(^(ito AD, AVy 4e Tiuigle DAF, c«« deux angle» ao^^ rigeux. 

R^ciproqu^nen$ ^ ler$qaele««pg}e9recl)lig»es DiAFyO^A'jT, 
aonl écmw , lea «oeles dièdiee DABF,DVB'F% «eot ^fi^i^i c«r 
en appliquupt TaDgle i^ctUîgoe D'A'F «ur Mm tfgel DAF, de 
meoi^re que A' tovnbeei^ A, et que Iqs ç^iiés A'iy , AV , toiur* 
)>ent retpecUvemciu «ur AD et AF, lAperpe«dii:aliiireA'3' eu 
plan de Tangle D'AT coïncidera nécestairemeut atec U per^ 
pendiculaire AB au plan de Tangle DAF^ le» deux plaua <|ui 
forment l'angle ^ièdreD'A'B'F', cojinciderQut doncavec lea deux 
plans qui forment Vangle dièdre DABF ; ces auflles dièdres sont 
donc ^aux* 

3\ L'angle des perpmuUcuiab^ v^rie dans h mém^ r^p^ 
port que l'angle dièdre. En effet, soient trois plans quelçon^ 
ques AB'yAE\ AC {Jlg. 146), qui se coupent suivant une droite 
AA' ; si par un point quelconque A de ript^rsection, on mèa« 
dans les trois plans des perpendiculaires AB^A£^AG| A cette 
intersection, ces perpendiculaires seront dans un plan perpen- 
diculaire à AA^ (u^ ISO). 11 s'agit de prouver que 

Vangle dièdre BAA'G : Vangle dièdre BAA'E 



<■> { 



:: l'angle l^kQl l'angle BAB. 



Lorscjue les an(;les BAG|BAE,sontdans un rapport commen- 

aurable, si Ton décrit un arc BEC de A comme centre avec un 
rayon quelconque , les arcs BG, BE, seront entre eiU dans le 
même rapport. Supposons que le rapport donqé soit celui de j»à 
q'\ si Ton divise Tare BG en q parties égales , l'une de ces parties 
sera contenue q' fois dans l'arc BE; de sorte qu'oif aura 

angle BAC : angle BAE :: y : q\ 

Menant uq plan par cliaque point de division de Varc BC et 
par U droite AA', il résulte de (2*) que l'angle dièdre BAA'C 
sera divisé en q partie^ égales, et que l'angle dièdre BAA'E cou- 
liendra ?' de ces parties ^ on aura donc, 

angL dièdre BAA'C : angle dièdre BAA'E M q \ q\ 
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Cesdeui deràiéres proportions font t<At que 

i'angle dièdre BAA'C î l'angle dièdre MME 
:: l'angle BAC : Tû/ig^/^? BAE. 

'4^, La proportion (1) cofivenant à des angles coamènsura-»^ 
blés qoeleop<lttcs , j'ai démontré, dans mon jilgèbre que cette 
proportipi» doit encore subsister quand ks angles rectilignes 
BAC, 3A£y spntincpmmensaraUes» 

Ou peut d'ailleurs déiuoi^trer directement cette propriété. Eu . 
effets si ledemîpr ler^ne delaproportiou (1) n'était pas Tangtc. 
BAE, il serait plus grand ou plus petit. Supposons-^le plus 
grand , et soit , s'il est possible ^ 

t angle dièdre BàA'G : angle dièdre BAA'E 
^^^ \ :; ongleB AC : angle BAP. 

Divisons Tare BG en parties égales moindres que BP , il ioiUi* 
bemitau moins un point de division R sur EP ; et en menant* 
le plan A'ARR% les arcs BC, BR , seraient commeû^urables ; on 
aurait donc 

angle dièdre BAA^C t angle dièdre M A'K ' 
:: angle BAC : angle BAR. 

Cette proportion, combinée avec la précédente , donnerait 

angh dièdre BAA'Ë : ^ngU dièdre BAA'R 
:: angle BAP : angle BAR. 

Mais^ Tangle dièdre BAA'Ë est plus petit que BAA'R; il 
faudrait donc ^ pour que la dernière proportion pût existerai 
que Tangle BAP fât plus petit que Tangle BAR ; ce qui n^a pas 
Keu. La proportion (t) ne peut donc pas subsisteravec un qua- 
trième terme plus grand que BAE. 

On prouverait de même que cette proportion ne peut sub- 
sister avec un quatrième terme pTus petit que BAE. 

Donc la proportion (i) es t vraie dans tous les cas * donc Kangle 
dièdre est mesuré par Tangle des perpendiculaires. 

i7^.DàvisiTioii, Lorsque deux plans/ont entre eux un angle 
droit y on dit qu'ils sont perpendiculaires l'un à l'autre. 
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176. TaioBba {fig»> i47)« Qt^ful deus plans se reneon^ 
irent, la somme des deux angles adjacens formés par ces plans 
est égale à deux angles droits* 

Soit ABC un plan qui rencontre le plan PQ ; par un point D 
de rintersectiou AB , menés EF perpendiculaire à AB dans le 
plan PQ t et DG perpendiculaire à AB dans le plan AC ; les an* 
gks GDF, GDE, mesurent les inclinaisons du plan AG avec les 
deux parties BQ , BR , du plan PQ ; or , GDI^ + ^1>^ est égal à 
deux angles droits \ donc le plan AG fait arec le plan PQ , éenx 
angles adjacent dont la sonmie est égale à de» angles droits. 

177. THioREME (Jig,i/\IB)* Lorsque deux plans se coupent j^ 
ils forment des angles opposés au sommet qui sont égaux. 

Soient les deux plans PQ, GH ; par un point D de leur inter- 
section AB, menez dans les deux plans des perpendiculaires EF, 
GI à AB; les angles formés par ces deux perpendiculaires mesu- 
reront lesangks dièdres correspondans formés par les plané; ov, 

f angle GDE = IDF ^ ei l'angle GDfz^ IDE. 

La proposition est donc démontrée. 

178. T!BioBhi:E(fig*i^^* DeuxplansparaUèleSj coupés par 
un troisième j jouissent des mêmes propriétés dans les angles 
qu'ils forment a^ec ce troisième plan, que deux droites paral- 
lèles à l'égard d'une troisième droite qui les coupe» 

En effet , si Ton coupe deux plans parallèles QY, NY; par un 
plan RF, les intersections Vz^ DC, seront parallèles. Par un 
point quelconque z de Pz^ menex un plan SX perpendiculaire 
à Pzî ce plan sera perpendiculaire sur la droite CD parallèle à 
Vz ( u"" iS4 ) , et les intersections du plan ST avec les plans 
QY, NV, RF , seront les droites Qj-y N6> «R; les deux premières 
droites seront parallèles ^ Vb et aR seront perpendiculaires à 
CD ; aR et Q/ seront perpendiculaires sur Pz^ les angles formés 
par les droites Qpr, N^ , âR > mesureront donc les angles formés 
par les plans QY, NY^ RF. Mais, les propriétés des parallèles 
Qr» N6, coupées par la droite a^, donnent 

angle QzC -f- NCz = deux angles droits , 
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ang/tf RzQ 8s RGN s: nzr ^ A^ > 
angle Rzj = RG& =s <izQ=: aŒ. 

Le principe énoncé est donc démontré. 

RxMABQiTE (fig. i5o). Jai réciproque n'est pas vraie ; car il 
e»t évident , par exemple , que deux plans ABC , DEF, qui ne 
lk>iit pas parallèles , peuvent former des angles égaux avec un 
troisième plan PQ. 

170. TnioRiMB {fig* i5i). Lorsque deux plans qui se cou^ 
peni sont respectivement parallèles à deux antres plans j l'in^ 
tersectiondes deux premiers plans est parallèle à l'intersection 
des deux autres, et lès angles formés par les deux premiers 
plans sont respectipemenl égaux aux angles formés par les deux 
autres plans^ 

Concevez quatre plans PQ, PR^ TN, TS» parallèles deux à 
deux I et qui se coupent suivant les droites PZ, TG ; prolonges 
les plans PR,TN , jusqu'à leur intersection CD; les intersections 
CD , ZP, du plan DR , avec les plans parallèles DN , PQ, seront 
paralMes ; les intersections CD, OT, du plan TN, avec les plans 
parallHesDR,TSySeront aussi parallèles^ les intersections TG, 
PZ seront donc parallèles entre elles (n* 186). 

De plus^ en vertu du théorème précédent^ l'angle ffiè4re 
RZPQ est égal à RGDN, et RCDN est égal à SGTN; donc 
RZPQ est ^al à SGTN ; ce qui démontre le principe énoncé. 

180. TnioBknm {fig. iSt). LfOrsqu^wjLe droite est perpendi- 
culaire à un plan, tous lesplan^ confits par celte droite sont 
perpendiculaires au prevfder plan. 

Par ladroite ML perpeodiculaiie au plan GE^ men^un plan, 
quelconque CK ; dans le planGE., tires LN perpendiculaire sur 
rintersection CD des plans GE, CK ; la droite ML, perpendi* 
Gttlaire au plan G£, sera perpendiculaire à la li^e LN si tuée 
dans ce plan \ Tangle MLN sera donc dioit^ mais Cet angls me- 
sure rincUoaison des plans CK^ GË (a** 174) ; ces plans sc«it 
donc perpendiculaires l'un à Taulre. 

181 . Tnioviiis {fg* 1 53) * Tout plan parallèle à un^ per- 
. pendiculaire à un plan, est perpendiculaire à ce dernier plan. 
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La droite ON éiêni perpendiculaire an plan GE, menez un 
plan GK parallèle à OM; du pied K de la perpendiculaire ON, 
menez NL perpendiculaire sur rintersection CD d^ plana GE, 
CK ; par lc9 droites NO, NL, conduirez un.plan ONL , il cou-» 
pera le plan CK iuivant une droite LM parailèle à NO (a? 144)., 
Mais, NO est perpendiculaire au plan GE i LM est donc perpen- 
diculaire à ce même plan (n** 154) ; donc le pjaa CK, qui con-^ 
tient LM, est perpendiculaire au plan GE (o® 180). . 

189 • Taioaiics (Jig. i$a)« Quand deMxpaln$ sont perpendi'- 
culaires Vun à Vautre, 9i par un point de l'un de c&9 plans on. 
mène dans ce plan une perpendiculaire à l*ùUerseetiofl,des 
deux plans , c^Ue droite sera perpendiculaire à l'autr»plan^ 

Soit le plan CK perpendiculaire au plan G£ ; par Un point 
quelconque M du plan GK> menez dans et pUn une perpendi- 
culaire ML à Tiniersectian CD , et , par U point L> men^z dam^ 
le plan G£ la droite LN perpendiculaire k CD ; Vangle AILN 
mesurera rinclinaison des plans CK, G£; cet angle sera donc 
droit. Mais l'angle MLC est droit; la ligne ML est donc perpen- 
diculaire & deux droites LNy LC, qui passent par son pied dans 
le plan GE ; donc elte est perpendiculaire au plan GE ( n** ASQ.. 

185 • THÉoRiKB (Jtg' t Sa ) . Lorsque deux plans sont perpen- 
âictdaires l'un à l'autre , si d'un point quelconque de l'un de 
ces plans <m mène une perpendiculaire à l'autre plan j éllesenc 
to^it entière dans le premier plan. - 

GoDcerez dèos pla&sGK , GE , peifendiculatres Voti à l'autre, 
et qui se coupent suivant CD ; d'un point quelconque M du pre*. 
mier plan, menez ML perpendiculaire à CD; la droite JlfL, 
sîtoéedaos le plan CK, sera perpendiculaire au plan GE (n"* ita)« 
Mais , p«r le point M ^ on ne peut conduire qu'une perpeadicu- 
laive su plan G£ ; ^à perpendiculaire menée du point M sur le^ 
plan GE est donc dsms le planCK. 

184. TnÂoBissB (/g. i54). Lorsque deux plans sont perpen- 
diculaires l'un à l'autre j toute perpendiculaire à l'un des plans 
est parallèle à l'autre plan; car lea plans CK, GE , étant ^- 
pendicttlaires l'un à l'autre , si la perpendiculaire au plan GBf 
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tixé^ par un point quelconque N de ce plan^ n'rftaic pas paral- 
lèle au pUnÇKi elle rekicontreraU ce pUn eu lin pcttntM; uie* 
nant de ce point une perpendiculaire ML tut Kntcftection CD 
des plapf GEt GK, la Hg«e MLaeniic perpcndicthicfe au plan 
GE (n** IBS).Maii la droite MN estauasi perpendiculaire âu plan 
G£ ; donc on pourrait abaisser duménie point deux |ierpendi«« 
cttlaires à un plan; ce qni est impossible (n** ft5l , i*)^ 

<MI. Taâoawi (y^. iS5). L'interaectian de d^x pians pet^ 
pendiculaire» à un {roiBièiHifj eU perpendiculaire à ce troi^ 
sième plan. 

Soient les plana UT| GK.» perpendleulaivesau plan GK; ri par 
le point B, pria lur riQtfmection deadeux premiers, on menaii^ 
1)110 perpendiculaire ou plan GB , elle det rait se trouTor dans 
chacun des plana Uf, CK (n« |83) % cette perpendienlalM est 
donQVinWrsection AB despUnaLN, C&. 

. iiB. TBÊoaAin (^. |58). Tout plan perpendiculaire à 
deux autres j est perpendiculaire à IHmJ^ereefètion de ces deux 
derniers plans. 

Le plan GE étant perpendiculaire aux plans^GK, LN, ces 
deux derniers plans sont perpendiculaires àu'plan'GE; leur 
intersection AB est donc perpendiculaire au plan GE (a* 18^) ; 
le plan GE est donc perpendkùlaire à Fintersection AB des 
plansGK, LN: 

Wt. TnÉôniaiE {fg. i56). Lorsqu^uhe droite CF n'est pas 
perpendiculaire à tm plan PQ^ on ne peut mener par cette 
droite qu'un seul plan perpendiculaire au plan PQ/ car si l^oni 
pouvait conduire par la Rgné CF deux plans CD, GE| perpen- 
diculaires an plan PQ, en tirant d^un poiut quelconque C de 
CF des perpendiculaires CA, GB, sur les intersections AD, BE^ 
dnplanPQavecles plans CD, CE, tes droites CA, CB, seraient 
perpendiculaires au plan PQ(n<' 189) ; on pourrait donc mener 
d'un point Ç^ deux perpendiculaires ÇÀ, CB^ aupkm PQ ; ce 
qui est absurde (u* 131, ]**). 

188. TnÉORèME (^gf. 157). Pour conduire parla droite EF, 
nnplanWEDh perpendiculaire au pl^m, PQji/ suffit dr marier 
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d*un point quelconque C de EF^ une perpendicuta 're GA au plan 
PQ(a* I4MI)/ leplM EFDA, conduit parles droites EF^ CA> sera 
le plan demandé (n* 180). 

Si EF était perpeMUculaire au plan PQ, leadroitet EF, CA, 
se confondiaient 9 et le plan EFDA de tes droites pourrait 
prendre une infinité de positions. 

i89. TBioaiME {fg* i58). Ljorsque par deux droites paral- 
lèles j 1IA>MH> on mène des plans A9j HKj perpendiculaires 
à un plan GE> les intersections BP> FKj de ces plans affec le 
plan GE sont parallèles. 

Si par deox points N, M, des parallèles NA, BIH, on mène 
des droites NP , MK , perpendiculaires au plan GE , ces droiter 
ser^t parallèles (n<» IM) et situées dans les plans AP,* BK 
(n* IBS); lesdrçites NA, NP, étant respectivement parai lèler 
aux droitesMHyMK, les plans AP,flK, de ces droites sontpa- 
imllèles (n* Ud); les intersections BP» FK, de ces plana »w: 
le plan GE sont donc parallèles (a? VUS)., 

■ 

§ IV. Des Lignes proporHonneUès. 

190. TBiOBiMB {fg. 1 59). Si d'un point h pris hors du plan' 
EG> on tire des droites à différens points K^ Lj M> A> B> G> 
DjFjde ce plan j et 5f l'on mène tm plan eg parallèle à t£r, 
qui rencontre ces droites en kj Ij i«j aj bj c> fi>y> les droites IK> 
IL^ IM^ lA^ 1B> IC^ ÎDj IFj seront coupées en parties propor- 
tionnelles y les triangles KLM> klmj seront semblables j ainsi 
que les polygones ABGDF^ abcdfi les surfaces de ces triangles 
et de ces polj-gones seront proportionnelles aux quarrés des per- 
pendiculaires IPj Ipj menées du point I sur les plans EG> eg*- 
De sorte qu*on aura 

(1)... iK :îA:::iL:i/::iM :im::iA:ia::iB:i6, etc ^ 
(2). . • T?:Tp:: klm : kim :: abcdf : abcdf. 

En effets les intersections LM, /m, du plan ILH^ avec k'^ 
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plans parallèles EG^ eg^ sont parallèles. V^t une raison sein^ 
blable, les droites MK, KL^ MA, AB, BG^ etc»^ sontrespecti- 
vemen i parallèles aux droites mkj klj ma, ab, bcj etc. ; on a donc 

MK_1K_KL_IL_LM IM 
mk — Ik Tf 17 "" Im ** Im 

_IP_IA _^AB_1B _BC 
On en dëduit, LM : Im :; IP : Ip^ AB : ab II IP : Ip, 

(1).,.. iKri* ::iL:i/:: iM:im::iA: la:: iB:i^,ecc., 

(3>. ., KL: A/ :: LM : /a/i :: MK : yn*. 

Il résulte des proportions (i) que les droiles IK, IL^ IM, 
I A I IB, etc., sont coupées en parties proporUonùcUes par les 
plans parallèles EG, eg. 

Les proportions (3) démontrent que les triangles KLM, 
Xr/m, sont semblables. 

On prouvendt do même que les triangles ABC, ACD^, ADF, 
sont respectivement semblables aux triangles abc^ acd^ «»^; 
les polygones ABCDF , abaff^ sont donc semblables. 

Les surfaces semblables étant.cmtre elles comme les qoarrés 
de leurs côtés bomologuqs, on a 

KLM : klm :; LM*: im\: ip't Ipl 

et ABCDF : abc^ H AB*: ^*:: ïp": îp. Donc 

« ■ 

(a)... iT: Ç:; KLM : klm :: ABCDF : abcdf, 

. Mi. TnÉoaêiia (Jig. 160). Deuct droites situées d'une ma- 
tdère quelconque dans l'espacé j sont coupées eh parties pro- 
portionnelles par trois plana parallèleë, 

Gonceyez trois plans parallèles L^ M, N , qui coupent deux 
droites AB, CD, aux points A ^ P, B, C,R,D^ menez la parallèle 
CK à AB, qui rencontre les plans M, N, en H et K^ les lignes 
HH, KD, sontparalMes (n"* 1415) ; les droites CK, CD, sont donc 
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que A de riDlertection SD des plaiu DSE, D6F, on mènera 
dans ces plans des perpendiculaires AB, AC,à l'intersection SD ; 
l'angle BAC mesurera l'inclinaison des plans ASB^ ASC. Pre- 
nant S'A'aeSAt et mcïiiant dans les plans D'S'E% D'S'F', da 
perpendiculaires A'B'^ A'C, sur l'interseclion SIX de ces deux 
plans, l'angle B'A'C mesurera l'inclioaison des plans A'S'B', 
A'S'C II suffit donc de démontrer que les angles BAC, B'A'C 
sont égaux. Cela n'offre aucune difficulté; car les angles ASB, 
A'S'B' éUnl égaux par hypothèse, el Icsangles BAS , B'A'S', étant 
droits par construction, les triangles BAS, VA'S', ont un côte 
égal AS=A'S% et les angles adjacens égaux ; ces triangles sont 
donc égaux. On prouverait de même que les triangles rectangles 
CAS", C'A'S', sont égaux ; donc 

AB=sA'B', AC = A'C', SB=S'B% SC=S'C, 

Les triangles BSC, B'S'C,.ayantunangleégalBSCs B'S'C, 
compris entre c6tés égaux , sont égaux ; donc BCs^B'C ; les 
triangles BAC, B'AX', sont donc ^ux ; et par suite, les angles 
BAC, B'A'C, sont égaux ; l'angle des plans ASB, ASC, est donc 
égal à ceUtt des plans A'S'BS A'S'C. 

1^* Remarque. Lorsque tes droites SE^j S'E'^ sont placées du 
même cùtéparrapp<^t aux plims DSFj» D'S'FS les angles sa- 
Udes SjS'jSont^gaupe^. Lorsque Ces droites tombent de diffé" 
rens cètés des mém^ plans ^ les angles solides S^ &'jnepeupent 
plus coïncider} of^ dit alors que ce^, ar^es sont STMiraïQDxs^ 
parce que toutes leurs parties constituantes sont les mêmes, 
mais disposées seulement dans un ordre im/erse» 

En effet, les angles DSE, DSF^ sont respectivement égaux 
aux angles D'S'E% D'S'F% et les plans de ces angles sont i%a- 
lement inclinés. Par conséquent : 

1**. Lorsque les droites SE, S'£^, tomberont du même cAté 
des plans DSF , VST , en plaçant les angles t^aux D6F , IXST, 
l'un sur l'autre , de manière que leurs c6tés coïncident, les 
plans DSE, ïf&'E\ coïncideront, et SE tombera sur S'E^; de 
sorte que les plans des angles solides S, S\ coïncideront; ces 
angles solides seront donc égaux. 
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tsi'. Quand la droite SE, étant placée en avant du plan DSF, 
la droite S'E' est placée derrière le plan D'S'F' , en S'E*, par 
exemple; si l'on pose Tangle D'S'F' sur son dgal DSF j les plans 
D'S'E^ F'S'E', tomberont derrière le plan DSF, et leur inter- 
section S'E" tombera en Se^ derrière le planDSF, tandis que 
la droite SE est en avant de ce plani les faces desanp.les solides 
Sf S', ne pourront donc pas coïncider; ces angles solides seront 
symétriques. Prenant S6 =: SB, et tirant les droites M, bC^ 
toutes les faces de la pyramide triangulaire SAbC seront res^ 
pectivement égales aux faces de la pyramide SABC; les inclinai* 
sons de ces faces seront les mêmes, mais les pyramides ne pour* 
rontpas coïncider, et seront symétriques, * 

Les solidités de ces pj-ramides softt égales (*). 

2* Remarque. Si Ton appliquait la face ASC sur une glace 
plane, la pyramide BASG se peindrait de Taotre côté de la 
glace en 6ASG. 

Cette propriété est générale : lorsqu'on présente un corps de^ 
i^ànt une glace plane , en aperçoit dans la glace un corps symé- 
trique. Les parties constituantes de ces deux corps sont les 
mêmes , elles sont seulement disposées dans un ordre inverse. 

196. TnéoBÀMB (/g. 16^). Si d*un point pris dans l'intérieur 
d'un angle dièdre j on abaisse des perpendiculaires sur les deux 
plans qui forment cet angle dièdre j l'angle Jbrmé par ces per^ 
pt-ndiculaires sera le supplément de l'angle dièdre formé par 
ces deux plans. 

Par un point quelconque?, menez des perpendiculaires PC, 
PN,aux plans AX, AY; leplanCPN, conduit par ces deux li- 
gnes, étant perpendiculaire aux plans AX, AY (n^l80), sera 
perpendiculaire à l'intersection AB de ces deux derniers 
plans (n** 1^6); les droites QC, QN, intersections de ces plans 
avec le plan CPN, seront donc perpendiculaires sur AB; 
l'angle CQN mesurera donc l'inclinaison des plans AX, AY. 
Mais, dans le quadrilatère QCPN, les angles Net G étant droits, 



(*) Voyez la Géométrie de Legeadre. 

R, Géométrie. y 
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la ftoinine <les nnpjcs Q, P, vaut deux angles droits. l/angleCPN, 
forme par les perpendiculaires PC, PN, aux plans AX, AT; est 
doDC le supplément de l'angle GQN formé par ces plans. 

197. Théoaème {fg» \6S)* Si d'un point pris dans t'intérieur 
d'un angle solide triple (^, on abaisse des perpendiculaires sur 
les trois Jaces j ces perpendiculaires seront les arêtes d*Hn nou- 
vel angle solide triple ^ et les angles plans de l'un quelconque 
de ces deux angles solides seront les supplémens des angles 
dièdres correspondans de l'autre angle solide. 

En effet, soient SA, SB, SG, les arêtes d'un angle solide 
triple S; les perpendiculaires OP, OQ, OR, abaissées d'un 
point intcrJeur sur les faces ASB, ASC, BSG, seront les 
arêtes d'un nouvel angle solide triple O. 

Gela 'pose : i". les droites OP, OQ, étant respectivement per- 
pendiculaires aux faces ASB , ASG , on a vu (n^ 196) que Pangle 
))lan FOQ de l'angle solide est le supplément de l'angle dièdre 
BASG formé parles faces ASB, ASG^ de l'angle solide S. 

On prouverait de la même manière que les angles plans POR , 
QOR, de l'angle solide 0, sont les supplémens des angles 
dièdres ABSG, AGSB, formés par les faces de l'angle solide S. 

2,^, Le plan POQ passant par deux droites OP, OQ, respecti- 
vement perpendiculaires aux faces ASB, ASG,. est perpendi- 
culaire à l'intersection SA de ces deux faces; ainsi , l'arête SA 
de l'angle solide S, est perpendiculaire à la face POQ de l'angle 
solide 0. Par une raison semblable, les deux autres arêtes SB, 
se , de l'angle solide S, sont respectivement perpendiculaires aux 
deux autres faces POR, QOR, de l'angle solide 0. 

Par conséquent, il résulte du principe général qui a été dé- 
montré (i^), que les angles plans de l'angle solide S sontles sup- 
plémens des angles dièdres de l'angle solide 0. 

L'angle solide 0, formé par les perpendiculaires OP, OQ, OR, 
aux faces de l'angle solide S ^ se nomme ordinairement V angle 
solide supplémentaire de l'angle solide S. 



{*) Od appelle an^e solide triple ou angle trièdre, Tanglo formé par troii 
plans qui se coupent en un point. 
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§ VI. Propriéiés relatives aux centres des paraUê" 
logrammes et des parallélépipèdes. Propriétés re- 
latives à la sphère. 

198. Le centre d'un polygoue on d'an polyèdre est le point 
qui divise en deux parties ifgales tonte droite menée par ce 
point, et terminée à deux côtés du polygone oo à deax facei 
do polyèdre. 

La même définition s'applique aux lignes et aux surfaces 
courbes. 

199. I*' TnioRiMS {fg* 20). Le point de rencontre des dia^ 
gonales d*un parallélogramme est le milieu de ces diagonales^ 
ce point est le centre du parallélogramme , et les droites quijoi^ 
gnent lés milieux des côtés opposés passent par le centre. En 
effet : 

1*. Soit Ole point d'intersection des diagonales AG^ BD, dtt 
parallélogramme ARGD. Les côtés AB, DG, étant égaux etpa* 
rallèles, Tanglc ABO = GDO, et l'angle BAO = DCO; les 
triangles OAB, OCD, sont donc égaux; on a donc^ OA = OG, 
OB = OD. 

2^. Si Ton mène par le point une droite quelconque EF, 
terminée à deux côtés du parallélogramme , les triangles OAF, 
0GB, seront égaux, car ils oni 

raii^/^0Ar=0GE, l'angle kOF=COE y et le côté OA = OG. 

Donc OE = CF. Le point O est donc le centre du parallélo- 
gramme. 

3*. Si Ton tir^ une droite MON par le milieu M du cô(é AB 
et par le centre O, on prouvara comme ci-dessus q«ae les 
triangles OAM, OCN , sont égaux ; donc AM = GN. 

Or, ABxsGD, AM:£=iABs=XGD; donc €N»^CD. 

Le point N est donc le milieu de GD^ La droite, menée par 
les milieux <le deux côtés opposés d'un parallélogramme, passe 
doftc par le centre de ce parallélogramme. 

2* TajéORiXE. Tout)es les diagonales d^un parallélépipède se 
coupent en un métne point, qui est le milieu de ces diagonales ,• 
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ce point est le centre du parallélépipède , et les trois droite^ 
qui joignent les centres des faces opposées passent par le centre 
du parallélépipède. 

Soit le parallélépipède DG {fig. i66). On sait que toutes ses 
faces sont des parallélograinmes. 

Pour démontrer que deux diagonales quelconques DG, AF, 
du parallélépipède DG, se coupent en un point O, on observe 
que les droites AG, DF, étant égales et parallèles à C£, sont 
égales et parallèles entre elles; et par conséquent « les diago- 
nales DG, AF, se rencontrent , puisqu'elles sont dans le plan 
des deux parallèles AG, DF. 

t)e plus, si Tou mène les droites AD^ GF, la figure ADFG 
sera un parallélogramme; et l'on a prouvé que dans ce paraU 
lélogramme , les diagonales DG, AF,se coupent en un point 0, 
qui est le milieu de ces diagonales. Donc,0D=0GetOA=OF. 
11 est facile de faire voir que toutes les autres diagonales du 
parallélépipède passent par le milieu O de la diagonale DG. Car 
en tirant une diagonale quelconque CH , Ico droites HG, DC, 
rgales et parallèles k F£, sont égales et parallèles entre elles; 
et en menant les droites DH, CG, la figure CDHG est un pa- 
rallélogramme , dans lequel la diagonale CH passe par le mi- 
lieu de la diagonale DG ; ou a OC = OH. 

Le milieu de la diagonale DG est le centre du parallélépi- 
pède; car en menant par ce point une droite PQ qui rencontre 
fés faces BG, DE, en P et Q, les intersections PG,QD, da 
plan PGDQ, avec les plans parallèles BG, DE, seront paral- 
lèles; maisOG=OD; les triangles équianglesOPG,OQD,sont 
donc égaux ; la droite PQ est donc divisée en deux parties égales 
an point O ; ce point est domc le centre du parallélépipède. 

Enfin , tonte droite menée par les centres de deux faces op'' 
posées,' passe {Air le centre O du parallélépipède; car éi\ con- 
duisant un plan par les paijallèles DG, HG, il coupera les faces 
parallèles BDFH ,ACEG, suivant des droites DH ^CG , qui seront 
parallèles ; les milieux M, L , de ces droites, serool; les centres 
des faces opposées BDFH , ACËG ; et Ton a fait voir que dans le 
parallélogramme DCGH , la droite qui joint les milieux M,L, 
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des côtés DU , CG , passe par le centre O de ce paraHétograïuinç» 

^00. Problème (J^g», 167). Connaissant les cotés d'unparalr- 
iélépipède rectangle , déterminer la grandeur de la diagonale^ 
uinsii que les angles qu'elle forme auec Ci s càté?,. 

Désignez les côic's connus, FH, FD, FE, pôrdr,^ fc, r, la dia- 
gonale AF paiwf, et les angles AFH, AFD, AFE, par «, ff, y; 
tirez les droites BF, AH, AE, AD ; les angles BHF,ABF. étant 
droits y vous aurez 

Les angles FHA, FDA, FEA, étant droits, les êinus de ces 
angles sont égaux au rayon des lignes trigonométriques j et hes 
angles FAH ,FAD|FAE , sont les cômplétnens des angles «, C^y, 
Supposant donc le raj-on égal à Inanité» les triangles rectangles 
FHA, FDA, FEA, donneront 

FA : FH :: «mAHF : 5m FAH, ou ^/ : « :: i : cosx^ 

FA : FD :: sîn ADF : sm FAD, ou ^ : ^ ;: 1- : cos(^^ 
FA : FE :: sln AEF : 5mFAE, ou d : c :: i : co«y. 

On a donc 

a a a 

Ces formules serviront à trouver les V:aUtirsde&. quatre. in- 
4:onnues ûÎ, »,f , ^. 

Si Ton ajoute les quarrcs des trois cosinus,, on trouvera 

On voit donc que la somme des quarrés des cosinus des an- 
gles que la diagonale d'un parallélépipède rectangle Jait ài^cc 
trois arêtes conJiguës de ce parallélépipède , est égale auquarré 
du rayon des lignes trigonométriques, 

HOl. THÉORiME {fg. 168). Deux plans se rencontrent né-- 
cessairem-'nt j lorsqu'ils sont respcctii^ émeut perpendiculaires 
à deux droites qui ne sont pas parallèles. 

Les droites EF, GH, n'étant pas parallèles, conduisez Jcuk 
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plans AD y BR, respectivement perpendiculaires à ces droites; 
si ces plans ne se rencontraient pas , ils seraient parallèles ; la 
droite £F, perpendiculaire au plan AD, serait aussi perpen- 
diculaire au plan BR, parallèle au plan ÂD (n? ttftf); les 
droites EF, GH, perpendiculaires au plan BR, seraient donc 
parallèles (n* i5tf) ^ ce qui est contre Thypolbèse. 

SM. TnioRiME (Jîg. i6g). La droite AG étant perpendicu^ 
laire au plan PQ, et la droite GH n'étant pas parallèle à ce 
planj tout plan perpendiculaire à GE, rencontre la droite AG. 

Menez le plan BR perpendiculaire à GH ; si ce plan ne ren- 
contrait pas la droite AG , il serait parallèle à cette droite ; 
mais AC est perpendiculaire au plan PQ ; le plan BR serait domc 
perpendiculaire au plan PQ (n** 181) ; la ligne GH » perpendi- 
culaire au plan BR, serait donc parallèle au plan PQ (n** iB4), 
ce qui est contre l'hypothèse. Tous lea plans perpendiculairet 
à GH y [rencontrent donc la droite AC. 

505, TfléoRiMK (Jig* 1 7o)« Lorsque par .le milieu d'une 
droite on mène un plan perpendiculaire à cette droite ^ il en 
résulte que : 

I*. Les distances de chaque point du plan aux extrémités 
de la droite sont égales entre elles / 

a*. Les points de ce plan ^ jouissent seuls de cette propriété, 

i^é Par le milieu 6 de AD , conduisez le plan GE perpendi- 
culaîre sur AD ; d'un point quelconque R du plan GE> menez des 
droites aux extrémite's de AD, et lirez BR; tes angles RBA, 
RBD, seront droits ; oryBA=r.BDj les triangles rectangles RBA, 
RBD, sont donc égaux ; les dislances RA ,RD,sont donc égales. 

2^. Si par un point S situé hors du plan GË, on mène la 
droite SA qui rencontre le plan G£ en R; et si Ton tire les 
droites DR, DS, on aura 

RA = RD(i«),etSD<RS + RD,SD<RS+RA, SD<SA. 

9M. Problème {fg* 171). Circonscrire une sphère à une 
pj-ramide triangulaire ^ ou, en d'autres ternies, déterminer 
une sphère dont la surface passe par les quatre sommets d'une 
pyramide triangulaire^ 



^^^ 
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SoU la pyramide triangulaire ABCD; la surface de la sphère 
devant passer par les quatre sommets A , B ,G , D , le centre de la 
sphère doit être également éloigné de ces quatre points. Gela 
posé : tous les points également dtstans des extrémités B,G,de 
BG, sont dans le plan MPE conduit perpendicutaîretncnt à BG, 
par le milieu M de BG (n** SOS) ; le centre de la sphère de- 
mandée est donc situé dans le plan MPE. Si par le milieu N de 
CDf on mène un plan NPE perpendiculaire à GD, lecentre devra 
aussi se trouver dans ce plan. Le centre sera donc situé sur l'in- 
tersection PE des plans MPE,NPE. Or, le centre doit aussi se 
trouver dans le plan GH perpendiculaire sur le milieu Q de 
AB ; l'intersection I de ce plan avec la droite PË> sera donc le 
centre delà sphère demandée. Et en effet, les plans MPE, NPE, 
GH, étant respectivement perpendiculaires sur les milieux des 
droites EG,GD,AB, le point 1 qui appartient à ces trois plans 
est également disUnt de Bat G, de G et D, de B et A (n* 205) ; 
les droites IA,1B,IG,ID, sont donc égales. La sphère décrite 
du point I comme centre, avec le rayon lA, passera donc par 
les quatre sommets A,B,G^D, de la pyramide. 

IjC centre I existe toujours. En effet, les droites CB, GD, se 
coupant, les plans MPE,NPE, perpendiculaires à ces droites, 
se rencontrent toujours suivant une droite PE (n* SOI) ; les 
droites GB^ GD, étant respectivement perpendiculaires aux 
plans MPE,NPE, le plan BGD est perpendiculaire à chacun des 
plans MPE,NPE, rn» 180) ; le plan BGD est donc perpendiculaire 
à rintersectioD PE (n"" 186) ; d'ailleurs, la droite AB n'étant 
jamais parallèle au plan BGD , le plan GH , perpendiculaire 
sur AB, rencontre toujours PE en un point I (n^S02); et l'on 
a démontré que ce point est le centre de la sphère demandée. 

// n'existe qu*un seul centre I ; caries trois plans MPE, NPE, 
GH, ne peuvent se couper qu'en un seul point ; et tout point 
qui ne serait pas situé dans ces trois plans , ne serait pas éga- 
lement distant des quatre points donnés (n** 203, a""). 

Il suit de là qu'i//i^ sphère est entièrement déterminée, 
lorsque sa surface est assujétie à passer par quatre points 
donnés qui ne sont pas dans un même plan. 
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L'intersection de deux sphères est une courbe plane (*)/ 
car f\ quatre points de cette intersection n'étaient pas clans un 
inêhie plan , les deux sphères passant par ces quatre points se 
confondraient, ce qui est contre l'hypothèse. 

205. Théorème {Jîg, 172). Lorsqu'un plan diuise V angle de 
deux autres plans en deux parties égales j il en résu'te que : 

1**. Les perpendiculaires menées d'un point quelconque du 
premier plan y sur les deux autres plans, sont égales erUre elles / 

a**. Les points de ce plan jouissent seuls de cette propriété . 

i®. Concevez un plan PzE, qui divise l'angle des plans PQ, 
PX, en deux parties é(^ales ; par un point A» de l'intersection 
Pz de ces trois plans, menez un plan lAH perpendiculaire à 
Pz; les plans PzQ, PzR, PzX, seront perpendiculaires au plan 
lAH (n*' 180), et ce dernier coupera les trois autres suivant des 
droites AH, Ag', AI, perpendiculaires à Pz; les angles formés 
par ces droites mesureront donc les inclinaisons des plans PQ, 
PR, PX*, les angles g^AH , g'AI, seront donc égaux. 

D'un point quelconque g", de l'intersection des plans PR, 
lAB , menez dans ce dernier plan des perpendiculaires g-H,^I, 
sur les intersections AH, AI; les droites ^H, ^I, seront per- 
pendiculaires aux plans PQ, PX (n° 182); les triangles rec- 
tangles klgy AHg^, seront égaux, comme ayant la même hy- 
poténuse kg y et l'angle aigu gS\ = gkVL\ donc g\ = g¥L, 

2°. Si d'un point quelconque />, situé hors du plan PR, on 
mène des perpendiculaires/j^r, pH , sur les plans PX, PQ, ces 
perpendiculaires seront inégales. En effet, du point g", où la 
droite pH rencontre le plan PR, menez gl perpendiculaire aa 
plan PX ; joignez le pied I de cette perpendiculaire avec p) g\ 
sera égal à g^H (i°J, et la perpendiculaire /^gr au plan PX sera 
plus courte que l'oblique jol. Or, le triangle /}gl donne 

f?l</>ê^-hêrl; donc/)I</>g'-f-g^H, ou/)I</)H. 



(*) On dit qu^une courbe Cbt plane, lorsque tous ses points sont dans up 
ni6mc plan. Une courbe est dite à double courbure , quand tous ses points 
ne sont pas dans un même plan. 
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Maïs, pq <pl î Aoncpq < pH. 

S06. Problème {Jig^ 173). Inscrire une sphère dans une pj- 
rainide triangulaire / c'est-à-dire , déterminer une sphère dont 
la surface soit tangente aux quatre faces d*une pyramide trian^ 
giilaire. 

La sphère devant être tangente aux quatre faces delà pyra- 
mide , les quatre perpendiculaires menées du centre de cette 
sphère sur les faces, de la pyramide , doivent être égales ", le 
centre de la sphèi*e doit donc se trouver dans les plans qui di- 
visent en deux parties égales les angles dièdres formés par les 
faces de la pyramide (n** SSOiî) ; l'intersection de ces plans sera 
donc le centre de la spLère inscrite. 

Ainsi , pour inscrire une sphère dans la pyramide triangu- 
laire ABCD9 on mènera par les arêtes BG,6D,CD» des plans 
IBG, TBD, ICDy qui divisent eu deux parties égales les angles 
formés par les faces qui se coupent suivant ces arêtes ; Tiater* 
section I de ces trois plans sera le centre de la sphère inscrite. 

On démontrerait , par des raisonnemens analogues à ceux du 
n° 804 , que le centre I existe toujours, et qa*il n'existe qu'une 
seule sphère inscrite, 

!M)7. THioRÈME(fig. 174)* >**• Toutes les sections dune 
sphère par des plans , sont des cercles / 2°. les plans également 
éloignés du ce/Ure de la sphère j coupent la sphère suivant des 
cercles égaux ; 3^. les plans les plus près du centre, donnent 
les cercles les plus grands ^t^^. tous les points de la surface 
de la sphère, qui sont également distans d'un poin fixe de 
cette surface, se (rouirent sur une même circonférence. 

Menez un plan quelconque BGEH ; ce plan coupera la sur- 
face de la sphère CA , suivant une courbe BGEH ; par le centre G 
de la sphère , lirez une perpendiculaire GF au plan JiGBH ; du 
pied F de cette perpendiculaire, menez des droites FB,FG, 
FE, FH, etc. , aux points B, G, £, H, etc. , et lirez les rayons 
CB, CG,CE, CH,etc. 

i'.- Le centre G étant également distant de tous les points de 
la surface de la sphère^ les obliques GB, GG, CE, CH, etc. , 
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sont égales; elles s'écartent donc également du pied F de la 
perpendiculaire CF (n« 151); les droites FB,FG,FE,FH , etc., 
sont donc égales; la courbe BGEH est donc une circonférence 
dont le centre est F. La section de la sphère, par le plan 
BGEH, est donc un cercle dont le centre est le pied F de la 
perpendiculaire CF au plan BGEH , et dont le rayon est BF. 

lien résulte que si Von mène par le centre d'un cercle de la 
sphère une perpendiculaire au plan de ce cercle j cette perpen- 
diculaire passera nécessairement par le centre de la sphère. 

Pour démontrer les deux propriétés énoncées (2^) et (3°), 
coupez la sphère G A par un autre plan quelconque QST ; il ré- 
sulte de (i**) que la section sera un cercle QRST, dont le centre 
sera le pied P de la perpendiculaire GP au plan QST. Tirez le 
rayon PQ et l'oblique CQ ; les triangles rectangles GFB,CPQ, 
donneront 



CF + FB = CB, CP+PQ=CQ. Mais, CB = CQ;donc 
Cf"+ FB = Cr+ PQ I d'où Cf1-."cP=PQ — FB/ 

Dans cette dernière équation , 

CP= CF donne PQ = FB , et PQ = FB donne CP = CF ; 

CP <CF donne PQ > FB , e t PQ > FB don ne CP < CF. 

Ce qui démontre les principes énoncés (^^) et (3^). 

Dans Téquatioa PQ :£= CQ «» CP , le rayon CQ étant eoostant, 
on voit que tous les plans conduits par le centre de la sphère, 
donnent des cercles égaux { que ces cercle^ sont plus grands 
que ceux qui résultent de la section de la sphère par des plans 
qui ne passent pas par le centre, et que les noyons de ces 
grands cercles sont égaux au rajron de la sphère • 

4®. Soient pris sur la surface de la sphère des points A, E^ 
G, B, etc. , également distans du point fixe N; tous les rayons 
CA» CE 9 CG, CB, etc. 9 delà sphère sont égaux entre euxt 
et par hypothèse les droites NA, NE, NG, NB, etc., sont 
égales entre elles* Par conséquent, si l'on tire la droite CN, 
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les triangles GNA , CNE, CNG, GNB, ete, , seront égfiux» 
comme ayant les trois côtés égaux chacun à chacun ; les angles 
CNAy CNEy CNGj CNB, etc. , sont donc égaux ; les points 
A , E 9 G y B , etc« , se^ trouvent donc sur une circonférence 
AEGBy (n* 171). 

Bbiukqos. Cette dernière propriété fournit le moyen de 
tracer un arc de cercle sur la surface de la sphère ^ car en fixant 
la point« 4*«n campas , dont les branches sont recourbées , sur 
un point N de la sphère, et en faisant mouvoir l'autre pointe sur 
la surface spfaériquei sans changer Touverture des branches du 
compas, la pointe mobile décrira an arc de cercle AEGB. Le 
point &ie N est ee qu'on nomme le pôle de cet arc 

M8« TniovAÈÊE (Jtg* ^^^)' L*intersecîion de deux sphères 
est un cercle dont le platt est perpendicidaire à la droite qui 
joinl les centres de,s sphères. Cette droite passe par le centre du 
cercle. 

i** Démonstration. Soient A» B, G, D , etc. , des points de la 
ligne d'intersection de deux sphères dont les centres sont en O 
et 0'; les triangles 0A0% 0B0% 0G0% ODO'» etc., seront égaux 
comme ayant les trois côtés égaux chacun à chacun. Les droite» 
égales OA I OB, OC, OD , etc. , formeront donc des angles égaux 
avec la droite 00^ ; les points A , B , G , D , etc. , seront donc sur 
une circonférence dont le plan ABG sera perpendiculaire à 00', 
et 00' passera par le centre P de cçtte circonférence (n® â7i}. 

a* Démonstration. L'intersection de deux surfaces sphéri- 
ques est une courbe plane (n°S04, page io4) ; cette courbe té^ 
sultant de la section de la sphère par un plan , est une cir- 
conférence (n** 5107, 1®). De plus , la droite qui joint les centres^ 
des deux sphères est perpendiculaire au plan de la circonférence,, 
et passe parle centre de cette circonférence ; car, d'après ce qui 
«a été démontré (n** !k07, i*) , la perpendiculaire au plan de la 
circonférence, me%ée par le centre de cette circonférence, padse 
par les centres des deux sphères. 
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§ Vn. Plus couH chemin d'un point à un autre sur 

la surface de la sphère. 

800. TiiioRiMB (/7^. 1 38 ). Le plus court chemin d'un point 
à un autre ^ sur la surface d'une sphère , est Varc de grand 
cercle qui joint ces deux points ; c'est-à-»dire que de toutes les 
lignes tracées sur la sphère entre deux points A, B, ^^ cette sur^^ 
face, la ligne la plus courte est l'arc ADB de grand cercle gui 
passe par ketB (*). En effet , 

I ''. Si kmnpB est la ligne la plus courte qui puisse existersur 
la sphère entre les points A» B, une partie quelconque jjruip, de 
cette ligne sera le plus court chemin dem à p^ cslv si Van pou* 
vait tracer entre meip une ligne rnqp plus courte que mnp , la 
ligne krnqpB serait moins longue que le plus court chemiu 
AjnnpB entre A et B, ce qui est absurde. 

a*. Lors jue denx arcs AD, AC, sont égaux, les distances 
AD, AG, sont égales^ car en faisant tourner le plan ADA' de 
Tare AD autour du diamètre AA% on pourra toujours amener 
le point DenG; et les arcs AD^ AG, coïncidant, la distance 
entré les extrémités de l'un de ces arcs coïncidera ne'cessaire- 
ment avec la distance entre les extrémités de Tautre arc. 



^^ 



(*) Cet arc ne peut dépasser une demi-circonférent^e. Tout arc dont au 
ne désignera pas l'espèce y sera un arc de grand cercle tracé sur la surface 
sphérique. Par distance entre deux points , il faudra toujours entendre la 
ligne la plus courte possible , tracée sur la surface de la sphère entre ces 
deux points ; le signe ^ indiquera cette distance. Ainsi , MB = An H- "^^ 
exprimera que Ja distance entre A et B est égale à la distance du point A au 
point R, augmentée de la distance de » à B; Tinégalité, 

<rAB-fnB<AD -f-DB, 

indiquera que la distance de A à n , augmentée de celle de n à B, est plus 
petite que la somme des distances de A à D et de D à B. Enfin , Péquation 

arcneB -+- Adn < DB + AD, 

exprimera que la somme des arcs neB , Adn , e«t moindre que la somme des 
arcs DB, AD. 
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3'^. Quand un arc ADB est plus grand ^u'un arc AC j la 
distance entre A et B est plus grande que celle de à à C ; la 
réciproque est vraie. 

En cfTet , si kmnpB est la ligne la plas courte de A à B , l'arc 
ÇDE de petit cercle décrit de A comme pôle j coupera la ligne 
ArnnpB en uu certain point n (^) ; et les arcs Adn^ AC , étant 
égaux y il résulte de (i^) que les distances An ^AG, seront égaleSi. 

Or, MB=rA7i + nB; doncMB><^AC. 

Héciproquenient, lorsqu'on a, J AB ]> /AC, l'arc ADB est plus 

grand que l'arc AC; car, d'après ce qui a été démontré ,'si ces 

deux arcs étaient égaux , on aurait MB :=^ /AC (a®) , ce qui est 

contre l'iiypotlièse ; et si l'arc ADB était moindre que l'arc AC^ 

il en re'sulterait . AB ^ /AC , ce qui est contre l'hypothèse. 

Le principe énoncé (3**) est donc démontré. 

4*. Le plus court chemin de k à'^ ^ est l'arc ADB de grand 
cercle j conduit par ces deux points. En effet, si un point n de ce 
plus court chemin était situé hors de l'arc de f,rand cercle ADB, 
on paurrait tracer deux arcs de grand cercle Adn , Ben , qui 
ne se confondraient pas avec l'arc ADB, et l'on aurait, 

/ABi = Aw + «B(i*); donc/AB>An; 

donc , arc ADB > Adn (3°)* 

Prenant s^r Varc ADB une partie AD = Adn , les distances 
AD^ An , seraient égales (a"). Or, par hypothèse f 

/A» + /»B<AD + Bb; donc/nB<DB. 

Donc , l'ai c neB < DB (3*) ; mais l'arc Adn = AD ; 
donc, arc ;2^B+Arf/i<DB-f AD, 

ou arc nfB + A^/i<ADB. 

Le côté ADB du triangle sphérique AnB serait donc plus 



(*) C«la est énrident, car rare AJB étant plus grand que Tare AC, on peut 
prendre sur le premier arc une partie AD= AC ^ lea pointa Ay. B , seront don» 
situé» de part et d^autre du plan de Parc CD£ ; la ligne le phia courte entre A 
et B rencontrera donc ce plan en un certain point n. 



I lo THÉORÈMES 

grand qu« la tomme des deux autres; ce qui est absurde (^). Au- 
cun point du plus court chemin entre A et B ne peut donc se 
trouver hors de l'arc ADB. Ce qui démontre le principe énoncé. 

RzMABQUE. Quand les deux points donnés A, B, ne sont pas 
les extrémités d'un diamètre de la sphère , le plan mené par ces 
points et par le centre de la sphère, coupe la surface sphérique 
suivant une circonférence ABAT de grand cercle; cela déter« 
mine deux arcs ADB, AFA'B^ qui passent par A et B; le plus 
petit de ces deux arcs est un arc ADB moindre que la demi- 
circonférence ; Tare ADB eàt le plus court chemin de A à B. 

Lorsque lesdeux points donnés sont lesex (remîtes A > A', d'un 
diamètre , chacune des demi-circonférences qui passent par A 
et A^, exprime la plus courte distance entre A et A'. 

§ VIII. Des Surfaces de rés>oliUion. 

SiO. Lorsqu'une ligne NMP {fg. 176), située dans Tespace, 
tourne autour d'une droite fixe AD , de manière que chaque 
point M de cette courbe décrive une circonférence dont le centre 
C est sur AD, et dont le plan est perpendiculaire à AD , la sur* 
face engendrée est ce qu'on nomme une surface de révoLution / 
la droite fixe AD est \axe de révolulion, et la ligne I^MP est la 
génératrice de la surface de révolution. 

Le cbne droit, le cjlihdre droit et la sphère j sont des surfaces 
de révolution; car, pour engendrer ces surCuces, il suffit de 
prendre pour génératrice une droite qui coupe l'axe, ou une pa«^ 
rallèle à l'axe , ou une demi-circonférence qui tourne autour de 
sou diamètre. 

§ IX. Propriétés relatives aux Surfaces gauches. 

9ii. TBioiiÈMs(/?gr. 177). Si l'on divise proportionnellement 
les côtés opposés d'un quadrilatère gauche(^*) , de sorte qu'on ait 



(*) On dédnit des principes des no* 193» 1169» et 274» que dam tout 
triangle f/ih&ri^me, formé par trois ares de grande eereies, that/uê têti est 
moindre 4/me la s omma des deux autres. 

(**) On n«mn0 ainsi un quadrilatère dont les quatre ediés M sont pas 
^ans le mtoe plan. 
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(i). . , DG : GC :: ah : hb, ae : ed :: bf : fc, 

les droites GH, EF, se couperont en un point 0, et l'on aura 

(^) . . EO : OF :: ah : hb, ho : OG :: bf : fc. 

Menez BC parallèle à AD, et DC parallèle â AB ; la figure 
ABC'D sera un parallélogramme. Joignez CC ; conduisez les 
parallèles FF' , GG' , à CC; les droites EF' , ÎIG', étant dansun 
même plan ABC'D, se rencontreront en un point K. 

Je dis que HG' et EF' sont respectivement parallèles k AD 
et AB. En effet, GG' étant parallèle à CC, on a 

DG : GG :: dg' : g'C 

Qr, par hypolbèse, DG : GC :: AH : HB. Donc, 

dg':G'C' :: ah: Hp; d'oùDG'+G'C':DG' :: ah+hb:ah. 

Mais, DG'+ G'C = DC, AH + HB = AB et DC = AB; 

Donc DG'-I- G'C = AH + HB. Donc DG' =: AH. 

Les droites DG', AH , étant parallèles et égales, les droites 
HG', AD, sont aussi parallèles et égales. 

Ou prouverait semblablement que EF' est parallèle à AB* 

Cela posé : la droite CC est parallèle à chacun des plansEFF', 
HGG' (n® 145} ; .et ces plans se coupent suivant une ligne KR, 
qui est elle-même parallèle à CC (n^ 147), et qui passe par le 
point K, situé sur HG'. 

Nous allons faire voir que KR va couper EF et GH au même 
point 0. n suffit de chercher les distances du point K à cha- 
cune des intersections de KR avec EF et GH , et de prouver 
que ces distances sont égales entre elles. 

Désignons par ce la distance du point K an point ou EF ren- 
contre KR ; chacune des droites RK, CC, étant pandlèle à FF', 

^n * EK 

œ : FF :: ek : EF , d'où x^^xvr ; 

BF' 
et FF : CC :: bf : BC; d'où FF =^ X CC. 

Substituant cette yalciir de FF' dans celle de ^r , on trouve 
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(o; • • . a: — g=7 X îjgr X vi(j . 

De même , si l'on désigne par j^ la distance du point K au 
poiDt ou GH rencontre KR , les parallèles RK, GG% GC, 
donneront 

y : GG' :: hk : hg', d'où j^ =|^ x dG', 

et GG' :€(?:: DG' : DC, d'oùGG'=H' xCC. 

Du 

On en déduit (4). • • J" = 5^ X g^, X CC. 

Or, d'après ce qui précède, les trois droites AD, HG', BC, 
sont parallèles, et les droites AB,EF',DG', sont aussi parallèles. 
Ob a donc 

EK = DG', EF'i=î)C', BF =HK,Be= tlG'; 

et par suite, les expressions (3), (4)9 de x et^, démontrent 
que X ^=j . 

Les droites GH, EF, passent donc par un même point 
de KR; elles se coupent donc au point 0. 

Pour trouver le rapport de £0 à OF, observons que OK 
étant parallèle à FF^, on a EO : OF :: EK : KF. 

Or, les droites EK , AH , sont égales , comme parallèles corn-* 
prîses entre parallèles. 

Par une raison semblable , KF = HB. 

Donc, EO :0F :: AH:HB. 

On prouvera avec la mêDie facilité que, HO :0G :: BF : FG. 
Le théorème est donc démontré. 

GoROLLAiRE. Les proportious (i) et (2) démontrent que si les 
points G, H, E, F| sont les milieux des côtés du quadrilatère 
gauche ABGD, le point sera le milieu des droites GH, EF. 

Le principe du n^^Â n'est qu'un cas particulier du théorème 
général que nous venons de démontrer. 

ftift. PfiOBLiME (/^'* i8i). Déterminer le volume du solide 



DE GÉOMÉTRIE. ii3 

ABCDA'B'CD'^ terminé par un plan horiumtal ABCD> par 
quatre plans verticaux , parallèles deux à deux, ADD'A', 
BGCFy ABB'A^ CDD'G'y et par une portion de surface gauche 
A'B'C'iy (*). 

Désignez le volume demandé par x , la surface connue du 
parallélogramme ABCD par s , et les longueurs des arêtes BB', 
A A' , CG^ DD' I par a^ a\ bj V . Prolonges ces arêtes de manière 
que yoi» ayei, A^A'^sBFasa, B'B" ssAA^ama% 
D'D'sbCG'b^, CC' == DD' sr *'. 

11 en résultera, AA* = BB^= a+a , GC a= DD* = é+6'. 

Les quatre points A' , B* , G* , D', seiont doncdans un même 
pbn {p^ 16^). 

Représentez le volume ABGDÂ''B'G''D'' par Y ; je dis que le 
volume cherché en sera la moitié. Il est facile de concevoir que 
cela se réduit à prouver que toute section RMQP du solide Y, 
par un plan parallèle au plan ABB^A", lest divisée en deux par- 
ties équivalentes par la surface gauche. 

Il s*agi t donc de démontrer que les trapèzes RMKK', PQKK' , 

sont équivalens. Pour y parvenir, menez les droites B'C, A*D', 

qui coupent MQ et RPen E et E^ \ les propriétés des parallèles 

donnent 

EM ' CE C^ j, , -,-_ CK 



/» 



EK B'K ,. , «y , B'K 

_- = g^, dou EK = 4x^73: 

E'P . A^E . A'K j, * p,-. - A'K' 
D^''=Fd' - AD" d ou E P s= i X pgr î 

< . ^ • ■ • , 

E'K' D'K j, , -.,«., D K 






(*) La surface gauche est engendrée par une droite indéfini^ $$', qui se 
meut paraUèiement au plan fixe ABB'A'^ en s^appuyant sur deux droites quel- 
conques AOX; BXX| Mtooea éam» les deux plans paMllèles Altt/A', BCCT. 
U en résnlto que tovte section de la swface sapcbe par un plan llBC]^' pa-. 
rmllèle au plan ABB'A% est une droite KK'. 

Si les droites A'IX , B'C, étaient parallèles, la surface engendrée deriendrait 
un plan ; la sur&ee gaucbe a reçu, par cette raison , le nom de phin gauche, 
R, Géométrie. 8 
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Or, MR = EII + EK, PR' a= E'K' + ET. 
SubâUtuani les valeurs de £M, EK, E'K', Ë'P, on trouve 

PK' «s a X Kir? + * X j>57. 



D'ailleur» , les ^Uns parallUes ABB'i^'' , RMQP , DGC'D' , 
coupant les droites A'D', B'C% en paiHies. proportionnelles 
(il* 191), on a 

C'B' ~ D'A" B'C ~ A'D' 

Donc, MK = PK'. 

On prouverait de même que RK.' = QBL 

Les trapèzes RMKBL', PQKR', sont donc <gattx.en surface; 
car ils ont même hauteur, et leurs côtes parallèles MK,. PK% 
RK', QK, sont égaux deux à deux. 

Le solide x demandé est donc la moitié du solide Y. 

Cela posé : menons le plan ACCA" ; le solide V peut être 
considéré comme formé de deux prismes triangulaires tron- 
qués, ayant pour bases ADC et ABG. M^il, 

prisme ADCA-D'C" = | ADC X (AA" 4^ DD*' + CCT) , 
prisme ABCA^'B^C = | ABC X (AA»4 BB" + CC^. 

Ajoutant ces équations membre à membre, observant que 
les triangles ADC, ABG^ sont égaux k{Sj que V = ax, et que 
AA" = BB* = a H- a', CC" = DD" = b + V, il vient 

2x= i X^s X (AA- + DD'' + CC' + AA' + BB'' + CCO 
= \ 9 C3AA''+3CC'')= i s(AAHCCO=^«^+fl'+*+*'). 

Donc enfin, (S); . . « ^ 5 X ï (^ + «' + *-h^)- 

Cette fdimàle démontre que la fidume ABCDA'B'GD^ ter- 
miné par la surfate gauche A'B'C^D^^ est égal au produit de 
la base ABCD> parle quart de ta sçmme des fauteurs hS! > 
BBV CC'^ DD'/ 
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§ X. Propriétés relatii^s à des Pfmtnides et à 

des Cônes. 

SIS. TBÉoaàiU (Jig* f 78). Dma toute pyramide triangulaire 

ABCD> les trois droites EG, HF, !&» qui jùigneniles milieux des 

arêtes opposées (nûnsituées dans wt mêmephm),paa9emtpart4m 

même ptdfit 0> H elles jr sont divisées en deux parties égales. 

I** Démonstration. Les quatre arêtes AB., B€^ CD, DA». for- 
ment un quadrilatère gauche j don t les côtes opposés so^t divisés 
en deux parties égales par les droites £0, HF; donc ces deux 
droites se coupent mutuellemcint en deux parties égales (n* ^11)^ 
la droite £G passe donc par le milieu de H F. 

Les. quatre iH-ètes AB, ÉD, DG, CA^ formenc aussi un qua- 
drilatère gauche, dans lequel les droites IK, HF, se coupent eu 
parties égales \ la droite IK passe donc aussi par le milieu de HF« 

Le théorème est donc démontré. 

!• Démonstration. Tirez lès droites EF, FG, GH, HE ; puis- 
que les cdtés GB, CD, sont div^îsés aux points E, F^ en deux par- 
ties égales, la droite EF est parallèle à BD et ëgale à | BD ; 
par une raison semblable^ HG est parallèle à BDeiégale à ^BD; 
idone EF est égatet parallèle à HG ; la figure EFGH étant un 
parallélogramme, les diagonales ËG, HF^se coupent mutuelle- 
ment en deux parties égales^ donc EG passe par le milieu de HF. 
On prouvera de même que les droites HK, KF, FI, IH, forment 
un parallélogramme; donc (a diagonale IK passe aussi par le 
milieu de llF, et OK £3 Of . Le théorème est donc démontré. 
* RskarQCJé if g. 179). Pat le point F et par Farète AB, con- 
duiseîun plan, il contiendra la droite FH, et coupera le triangle 
GBD suivant la droite BF. Par le point O où se coupent EG et 
¥Ej menefc la droite AÔ qui va <touper BF en P; enfin, menez 
HO parallèle à AP. Puisque BH sm HA, on aura BQ == QP ; et 
puisque HÔ =:OF, on aura Ç^i=: PF. Donc PF = ^ BF. 

LeÀ triangles BHQ, 6AP, sont semblables, ainsi que les trian- 
gles FOiP, FHQ, et 
BH =i BA , FO= JFH ; donc, HQ=1ÀP , OP= i HQ = i AP. 

On en déduit'ce nouveau théorème t 
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Une pyramide triangulaire KKSy (Jigé i'j^étanl donnée j 
si l'on mène dans la base utie droite BF d^l'un des sommets au 
milieu F du côté opposé CD, qu'on prenne le tiers PF de BF> la 
droite AP passera par le point O d'intersection des droite» qui 
unissent les milieux de deux arêtes opposées quelconques (non 
situées dans un même plan) / et la droite APsera diffusée en ce 
peint au quart de sa longueur à partir de la base fiCP* 

Sf4. TnioBiMB (^gf. i8o]. Un point O étant pris arbitrai re- 
jnent dans l'intérieur d'une pyramide triangulaire ABCD j si 
Von mène les droites AOj BO> COj DO^ qu'on les prolonge jus^ 
qu'à ce qu'elles rencontrent en A'^ B'^ C'^ D% les faces BCD, 
Ann A,>r. Ai>r ^^' . OB' , OC' ÔD' 

ACDj AVD, ASCj on aiwa — 4.^4.^^.|-^ss i« 

On démontrera ce tlie'orème par des considérations ana- 
logues à celles da n* 8. 

iîl5. PROiLàMs^T^g:^ i8a). Parmi tous les cAnes droits cir-- 
conscrits à une sphère donnée, détenniner le cône dont la sur^^ 
face est la plus petite possible. 

Désignes par r le rayon de la sphère donnée. Sur une droite 
AB==:2r comme diamètre , décrivex le demi-<ercle ATB ; con- 
duisez A£ perpendiculaire à AB, et parxinpoint quelcoiique S 
du prolongement de AB^ tires une tangente SD au demi-cercle 
ATB. Soient, T le point de tangence, et C le milieu de AB« Si le 
trin^ngle S AD tourne autour de SA, le 4emi-cercle ATB engen- 
direra la spkère donnée dont le centre sera<]; le. cône droit en- 
gendré par le triangle SAD sera circonscris à celte sphère, car 
l'hypoténuse SD engendre la surface convexe d'un cône adroit 
qui touche la sphère suivant la circonCçrence dont le centre e^t 
lepied n de la perpendiculaire T/t à SA» et le côté AD engendi;e 
le cercle qui sert de hase au cône , et qui est tangent en A à la 
sphère. Lecôneainsi déterminé, peutdoncétre considéré comme 
un cône quelconque drconscrit à la sphère donnée ; la hauteur 
de ce cône est SA , son apothème est SD, et le rayon de sa base 
est AD. 

La détermination du cône circonscrit ne dépendant que de 
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sa kaulettr, tout se réduit à chercher quelle doit être cette hau« 
teur, pour que la surface du cône circonscrit soit un minimum. 
Si Ton représente par x la surface totale du cône circons- 
crit , et par T le rapport de la circonférence au diainèlre, la 

surface de la base de ce cône sera w X AD, et sa surface convexe 
sera égale à air X AD X \ SD. Donc, 

ar = » X AD + a»X AD Xi SD = «X AD X (SD + AD). 

Le rayon CT étant perpendiculaire k la taag^te SD, les 
triangles rectangles SAD, STC, sont s^mUaUes, et donnent 

ad': ct^; sa': stVsd : ad :: se: CT. 

Donc, SD-f AD : AD :: SG 4- CT : €T, 
Or, CT=CA, SC+CTœS€+CAssSA. Donc 

sd+ad: AD :: SA:CAj d'où 

irx ADx (SD + AD): ^xad':: SA :CA, ou 

(1)... a: :srXÂD'::SA : CA. 

Or, stœSAxsbj la proportion Td': ct'::"!!':!^* 

devient donc, AD : Cf"l;"SA : SA X SB; d'où 

(a) .. ad':'ct':: sa : SB. 

Multipliant les proportions (1) et (a), on trouve 

0? : îT X CT :: SA : CA X SB; d'où x=wr X ?^. 
Pour que cette valeur de x soit la plus petite possible, il&ut 

"sa* 

et il suffit que le rapport -^ soit le plus petit possible.. 
Mais , SA = SB + BA s SB 4- ar^ donc 

SB SB *»«» -r 4. -r ga^ 

Par conséquent, il faut que SB -f- ^ soit un minimum^ 
Mais, le produit de SB p^^ -Fn est une constante 4'^*..0u peut. 
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donc tefjtiTdet SB et ^ comme les deux cAtës variables d'un 
rectangle dont la surface constante est 4^*% et dont 1^ demi-pé- 
rimètre Tariable SB -4- %^ doit être «m minimum. Les cAtés de 

Ou 

ce rectangle doivent donc être égaux {page i8) ; ce qui donne 
S* = ^j d'où"SB«4r^ SB = 2r==AB, 

SA3s:SB + ABxs4r. 

La hauteur du cène demandé doiè donc être égale au double 
du diamètre de la sphère donnée. 

On peut calculer le rayon AD de la base^ Tapo thème SD, 
la surface a:, et \^. solidité a du cône minimum i au moyen du 
rayon donné r. Eo effets on a vu que 

SD : AD :: se : ct. 

D'ailleurs, SC == SB + BC = àr + r = 3r = 3CT; 
donc SD = 3AD« 

Mais , si = i6r*=:5 SD'*-, AD = gÂD t^'ÂD « 8 Ïd! 

Donc, Id*= ^=2r*, AD=:rV^i^, SD= 3AD= Zr\^Z 

Or, on a trouvé que la surface x du cône circonscrit est égale à 

SA 
#r X r6* Remplaçant SA et SB par leurs valeurs 4^, 2r, on 

parvient à , a? =s= l^xr^ X a- 

Le volmne s du cô^ie circonscrit étant ^àl à sa base multi- 
pliée par le tiers de sa hauteur , on a 

t;;* SA , 4r 4 , 

4 = » X AD X y = î»^ X 2#-' X -|.=i|jrr* X 2. 

Mais, l^xJ^ est la surface de la sphère inscrite , et | %t^ est son 
volume. Donc , parmi tous les cônes circonscrits à une sphère 
donnée, le cène dont la surface est la plus petite possible j jouit 
des propriétés sui fiantes : sa hauteur est double du diamètre de 
la sphère j son apothème est le triple du raj'on de sa base / sa 
mrface et son volume sontrespectifAement doubles d^la surface 
ci du volume de la sphère inscrite* 
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TROISIÈME PARTIE. 



ÉLÉMENS DE GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE. 



§ I*'. But de la Géymétrie descriptive. Propriétés 
relatives aux projections des points et des lignes ^ 
et aux traces des plans. 

216. Les constructions qu^it faut effectuer pour résoudre les 
problèmes des n*' 204 et 206, paraissent fort simples au premier 
coup d'ceil; mais, dans la réalité, elles ne donnent que des dé^ 
tenninations purement théoriques et fort difiicilemeni eié- 
cutables. En effet, comment trouver les plans perpendiculaires 
sur les milieux des arêtes , ou qui divisent les angles dièdres en 
deux parties égales ï et ensuite^ comment déterminer la droite 
suivant laquelle se coupent les deux premiers plans ^ puis le 
point où cette droite .est rencontrée pav le troisième plan ? 

Ces réflexions s'appliquent à tous les problèmes qui sa r^p--> 
portent aux trois dimensions de Tétendoe; car, alors, il n'est 
plus possible de renfermer dans un seul plan les données et les 
constructions que la question semble exiger. Il faut donc de nou- 
velles méthodes pour résoudre les problèmes de cetle espèce. Ces 
méthodes constituent la partie des Mathématiques, nommée 
Géontétne deseriptlue^dorU l*ob/et spécial est de résoudrejpar 
des constructions effectuées stsrunplan, toi^s les problèmes gui 
se rappçHent aux trois dimensions de l'étendue, 

217. Le pr0«édé que cette npuveUe branche des M^tthéma- 
tiqnes met.^n (ERUvre, «st la rnétbQdedjBs projiections f el}e con«- 
sîite à rapporter à deux plans fixes qui se C9upi$at| toutes kt 
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parties de Tespace ; de telle sorte , par exempte , qu'étant donné 
un point ou une ligne dans Tespace , on les remplace par des 
points ou des lignes situés dans les deux plans; puis on fait 
tourner l'un de ces plans autour de la droite d'intersection, afin 
de le rabattre sur Tautre plan ;.aIorS| toutes ces données , qui 
dérivent des premières , étant situées dans un seul plan , il faut 
chercher un système de constructions qui, sans sortir de ce plan, 
conduisent à des résultats d'où il soit facile de passer à la véri- 
table solution du problème proposé. Nous allons entrer dans 
tous les détails de cet important et ingénieux procédé. 

9f8. {fig* i83). La TROJECnoff d'un point sur un plan est 
le pied de la perpendiculaire menée du point sur le plan. Ainsi, 
concevez que du point A on abaisse sur le plan GE la perpendi- 
culaire AB; le/>iV^B de cette perpendiculaire stxdiXdL projection 
du point A sur le plan GE. Il est clair que le point B est la 
projection commune de tous les points de la droite indéfinie AB. 

U9. {fig* i84)» La PROJECTION d^une ligne sur un plan est ta 
ligne qui passe par les projections de tous les points de lapre" 
mière ligne. Ainsi, en abaissant des différens points de la courbe 
SBX , des perpendiculaires sur le plan GE, la ligne S'R'X', qut 
passera par les pieds de toutes ces perpendiculaires, sera la pro- 
jection de la courbe >SRX sur le plan GE. L'ensemble de ces 
perpendiculaires forme une surface de la nature de celles qu'on 
nomme cjrlindriques ^ et il est évident que toute courbe mnpy 
tracée sur la surface de ce cylindre , aura pour projection la 
même ligne S'R'X'. 

9dQ. Quand la ligne SRX est droite , les perpendiculaives 
SSS RR', XX', etc., sont dans un même plan.(n? I57)\qui est 
perpendiculaire, au plan GE (a'* ISO) ; les pieds S', R% X^^ etc., 
de ces perpendiculaire^. sont donc en. ligne droite; laprojeçr^ 
tion d'une ligne droite est donc une ligne droite* 

Or, deux points déterminent une droite. Par conséquent, 
pour projeter la •droite AM {jig, t85) sur le plan GE^ il suffit 
de mener par deux points A , M, de cette droite, des peipendi* 
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culaires AB, MD, au plan GE; la droite BD| meoëe par les 
pieds de ces perpendiculaires, sera la projeciiou demandée* 

Ainsi f la projection d'une ligne droite est la droite guipasse 
par les projections de deux points de la ligne donnée, 

%9i. Le plan perpendiculaire au plan GE{fig. i8$)y mené 
par AM, et qui contîen t toutes les perpendiculaires AB, Af D, etc. ^ 
au plan G£ , se nomme jo/an projetant / et le plan GË sur lequel 
se fiait la pcojectioni se nomme />/i7ii de projection. 

" 9M. Lorsqu'une droite est perpendiculaire à un plan , ta 
projection de cette droite sur le plan est le pied de cette perpen- 
diculaire ; car les perpendiculaires menées des différens points 
de la droite sfir le plsini se confondent avec cette droite. 

S5I5. (7%« i86). Lorsque deux droites sont parallèles , leurs 
projections sur un même plan sont parallèles . 

En efFet^ pour projeter les parallèles NA, MH, sur le plan GE^ 
il suffit de conduire par ces droites des plans NB, MF / perpen- 
diculaires, au plan GË; les intersections.de ces ptaps avec le 
plan G£, sont, des di^oites parallèles PB, KF, (n"" 199). Mais, ces 
intersections sont L^ projections des lignes NA, MH^ le pria** 
cipe est donc dëmpntré. 

Ainsi j pour être en état dé (onstruire les projectiçns de deux^ 
^ droites parallèles , il suffit de /cqnnaU.rç deux, pçifUs dç l'une 
des projections pt un point de l'/iutrç projection. 

n4. Qoand une ligne est située dans un plan partiale à celui 
SUT lequel on la projette, elle a évidemment pour projection une 
ligne qui lui es| parfieiitement égale ; et toute ligne située dans 
un plan perpendiculaire au plan de projection , a pour projec- 
tion une droite qui est l'intersection de ces deux plans. - • 

MIS. (^g* 187). Lorsque deux plans se coupent j siVonpro-- 
jette un point sur chacun de ces plans j les perpendiculaires m^-' 
nées des deux projections du point sur l'inlersection^s^déUx 
plans^passenttoujourspàrtm.mémepoinCde cette interseetipné 

En èffiet^ .concevons deux plans 0^2,. âç^^u,. qui je koupenî 
suivant la droite xx\ si d'un point M, situé hors'de cesplanSi 
on Biène des peqpàftdiculaires Mm, Mm\ à ces plans, le plan 
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wMm\ conduit par cet drottet , coupera xj- en ub point p> et 
sera perpendieulaire aux plans x^s, xjru (n* 180); le plail 
mMm' sera donc perpendiciilaire k rintersection xx des plans 
x)^z y xjni ( n^ 186) ; la droite xjr sera donc perpendieulaire au 
planM/ri/w»' ; cette droitesera donc perpendicnlaif e auk dkioites 
mp 9 nt'p , cpiî passent par son pied dans le plan Mp. Mais les 
points m^fn'j sont les projections du point M sur les plans ayz^ 
xjru ; les perpendicnlaires menées des points m^ m% sur l'inter* 
section xjr , passent donc par un même point p de cette îvler- 
section. Ce qui démontre le principe énoncé. 

II suit de là quo deux, points situés dans deux ptftns qui se 
coupent , ne peuvent pas être les projections sur ces plans d'un 
même point de l'espace, si les perpendiculaires abaissées de ces 
deux points sur l'intersection des deux plans, ne vont pas con- 
courir en un même point de cette intersection, 

M6. Lorsque deux poirtis m jmf (Jig. tSj)^ situés dans deux 
plans xuy xzj qui se coupent j sont tels j que les perpendscu^ 
laires menées par ces points sur Vin^ersectèon xjr des pians s 
passent par un même point p de l'intersection ^ an peut regar^ 
der ces points comme les projections d'un même point de l'es^ 
pacej et ce point est entièrement détehniné, 

Enefiet, rintersection-::E[7' étant perpendiculaire au plan mpni 
des droites pm y pm', (n^ i9B)j les deux plans de projection ^rz, 
:fu^ qui passent par xjr, sont perpendiculaires iu plan.inpm' 
(u® 180} ; et réciproquement , le plan mpfn' est perpendiculaîro 
à chacun des plans xz , xu ; les perpeiàâieulaires aux plans xz^ 
xu , menées par les points m, m\ sont donc dans le ptao mpm' 
(n* 185) ; ces perpendiculaires se rencontrent donc nécessaire^ 
ment en un point M , dont m et m' sont les projections sur les 
plans xz^ xu ; ce qui démontre la propriété énoncée. 

5IS7. Pourcannattre si deux points de deux plMs qui se 
coupent y sont les projections d'un point unique sitr ces plans j^ 
iè suffit de men»r par ces- deux points des perpendiculaires à 
l'iniersectiondesplaHSiionnés .Qu^mdcesperpendicùlairis pas- 
sent par un même point de l'iMetsection, les de^ points êxmm4s 
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9ont les projections d'un poini unique (à* M6) ; et quand cea 
perpendiculaires nç pç^senJL p^gparunmémepom^ de l'inter^ 
section j les points donnés ne sont pas les projections d'un même 
point de l'espace (q? JlSaS), 

M8. Une droite est généralement déterminée ^ quand on con- 
naît ses projections sur deuoc plans qui se coupent ; car en me- 
nant , par chaque projection , un plan perpendiculaire au plan 
de projection , la droite devra se trouver dans chacun des plans 
ainsi conduits (n° 220) ; là droite sera donc Tintersection de ces 
deux plans. 

Pat exemple, si ab et a'b' (fg. i88), sont les projections 
d'une droite AB sur deux plans x^z , œj-u , qui se coupent 
suivant xj- , en menant par ces projections des plans abBk , 
a^b'Bkf respectivement perpendiculaires aux plans xj'z 9 xj-u ^ 
les plans projetans abBK , a'VEXj contiendront la droite AB ; 
cette droite sera donc ^intersection de ces deux derniers, plans. 

Deux droites auj b'C (fig. 190), prises arbitrairement dans 
les plans de projection j ne peuvent être considérées comme les 
projections d'une même ligne de l'espace, que lorsque les plans 
menés par ces droites perpendiculairement aux plans deprojeç^ 
lion ne sont pas parallèles. 

Quand les droites a»j b'C, sont perpendiculaires à l'intersec- 
tion XX en deux points diflTérenSi elles ne peuvent être les pro- 
jections d'aucune ligue ; car les plans menés par am et ^'C, per-: 
pendiculairement aux plans de projection , sont parallèles. 

Si deux droites at$ , a'u j sont perpendiculaires à l'intersec- 
tion xj* en un même point , on peut les regarder comme les 
projections d'une ligne plane ; mais cette ligne reste entière-* 
ment indéterminée dans le plan atui'.. ^ 

M9. J^s prQJi(C^ns4*Hnec0urb!çqm(cpnque»urdeuxplàn8 
qui se cougenf j, déterminent, géndmUmetU cette coutb»^ ; 

Par exemple, abç et <i'ftV {^. iBgi) ^amX les jpirojectioiift 
d'une mêm« lignes A.BQ9 «urU&pl^us c^x%t ityUy «l par les dif£é^ 
xfim points ^ «es pr^ectio|i«.opi Mène des pékpeiiâicif kîrps à ce» 
plani. ç^ p€KPQ»dM»iak«» foim^roiit dsnx suskoé s cyli&dri^ 
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ques abc CBA 9 a^b'c'CBX , iittr lesquelles la courbe ABC devra 
se trouver ; riiitersectioo dé ces surfaces cylindriques déter- 
minera donc la courbe ABC. 

Lorsqu'on prend arbitrairement une courbe dans c hacun des 
deux plans de projection, on ne peut considérer ces deux 
courbes comme les projections d'une même ligne de l'espace^ 
que dans le cas où les perpendiculaires aux plans de projeç^ 
tion, menéi s par les dijférens points de ces deux courbes j, 
forment des cj'lindres qui se coupent, 

230. Pour de'terminer un plan , que nous désignerons par P y 
on pourrait se servir des projections sur deux plans xyz, scjr^ 
{fis* '9^) y 4^^ ^ coupent , de trois points non en ligne droite, 
situés dans le plan P^ car ces trois points déterminent un plan. 
Mais on a trouvé plus commode de fixer la position d'un pla^au 
moyen de ses intersections ma^ ma'^ avec les plans dé projection 
xjZy xjru. Ces intersections sont ce qu'on nomme les traces du 
plan P, sur les plans de projection. . 

Quand les deux traces ma y »a\ d'un plan sont données j la 
tion de ce plan est entièrement déterminée (n^ 119). 

Lorsque le plan P n'est pas parallèle à Piotersection xj- des 
plans de projection , il la rencontre en ^n point « qui appar- 
tient nécessairement à ses deux traces. 

Si le plan est parallèle à xjr, ses deux traces seront ^ussi pa- 
rallèles à xjr. Si le plan est perpendiculaire à rç^^^-ses deux 
traces seront aussi perpendiculaires à xj-. Si le plan est parallèle 
à Tun des plans de projection, sa trace sur l'antre plan sera pa- 
rallèle à xjr • alors cette trace suffit pour déterminer le plan.^ 

Enfin 9 si le plan P passe par la ligne xjr^ sa position ne sera 
plus déterminée ; il faudra donner sa trace sur un nquvèa.u plan j, 
qui coupe les deux premiers suivant une autre ligne que*^. 

m. On TOît déjà y par ce qui précède , qu'en rapportant les 
points et les lignes situés dans l'espace > à âeux plans qui se 
coupent y il est facile de déternàiner ces points et ces lignes par 
d^utres points et d'autres lignes situés dans ees plains. 

Jusqu'à présent, Pangle formé par les deux {dans àt projection 
est resté arbitraire. Noussupposerons dans tout «qui va suivre 
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que cet.aqgle est divkj parce que celle siippoeiiioii est celle 
qui conduit aipc . constructions les plus.rioiples. Pour nous 
cooformer à l'u^e , et afin 4'c^réger le dîteours, nous regar- 
derons Tun 4e8 deux pUns de projection coeinie horisumtalj et 
l'autre comme t^er/zc^/^ quoiqu'ils pûîsseni aTèir des positions 
quelconques. L'intersection des deuK plans de. pr^^jebtion se 
XiOfomera ligne .de ierre, * ; •. ' 

85d. . Lorsque nous dirons qu'an point est donné, ou qu'une 
ligne est donnée, nous entendrons que les projectioÏM de ce 
point , ou de cette ligne , sont données. Lorsqu'un plan sera 
donné, ses traces seront censées connues. Quand nous, propo- 
serons de détertniner un point ^ ou une droite , ou uii plan , il 
s'agtrisl de construire les projections du point, ou celles de la 
droite , ou les traces du plan. Les projections et les traces pren- 
dront le nom du plan de projection dans lequel elles se trouve- 
rdnt. Ainsi ,'les projections et les traces situées dans le plan ho- 
vison tal , seront les projections et les traces horizontales. 

Suivant qu'une droite sera parallèle au plan horizontal de 
projection, ou qu'elle sera perpendiculaire à ce plan , nous di- 
rons que cette Tigne eât horizontale ^on qu'elle est verticale. On 
dit, dans le même sens , qii'un/)/an est horizontal ^ ou qu'il est 
7y^rf/râ/>8uivant qu'il est parallèle ou pei*pendiculaire au plan 
horizontal dé projection. 

5155. De'ce que les plans de projection sont supposés rectan- 
gulaires, il's'ensuit que : 

i\ Si Un point oii une ligne est dans l'Un dés plans depro^ 
jectioîi, sa pTvfeciion sur t autre plan sera sur la ligne de terre. 

1*^. Si une ligne est située dans Un plan parallèle à l'un des 
plans de prof ectionja projection de cette ligné sur l'autre plan 
sera une parallèle à la ligne de terre, 

3^. 'Si un plan est perpendiculaire à l'un des deux plans de 
projectibn, sa trace sur l'autre plan sera perpendiculaire à la 
ligne de terre. Gela se déduit du principe du n** 1811. 

Par exemple, un plan vertical a pour trace verticale une per- 
pctidiculaire à la ligne de terre. 
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4**. Les perpmdicttlaires aèaisiéâs d^un même point sur les 
deux plans de projection , et les perpendicultBdres menées des 
deux prof ectionê de ce points sur la ligne de terre ^ formant un 
rectangle j de telle sorte que les distances de la ligne de terre 
•emx deux projections d*un point, sont respeclip-ement égales 
aux distances de ce point aux deux plans de projection. 

Par conséquent, lonqu'on connaît les projections d'un point, 
oa peut avoir immédiatement ses distances aox deux plans de 
projection. 

1254. Les conventions précédentes suffisent pp>ar laire pres- 
sentir la possibilité de résoudre les problèmes qui se rappor- 
tent aux trois dimensions de l'étendue , par des constructions 
renfermées dans deux plans qui se coupent, let que nous sonxmes 
convenus de prendre rectangulaires entre eux>. Il parait donc 
nécessaire, au premier aperçu , d'employer deux plans pour 
y représenter dans leur vraie grandeur la projection horizontale 
et la projection verticale. Mais afin de ramener les constructions 
au plus grand degré de simplicité, et de réunir les deux projec« 
tions sur un seul dessin, on fait tourner le plan vertical x^u 
(fié' 19O Autour de la ligne de terre xj^^ de manière à Rappli- 
quer sur le prolongement du plan horizontal xj-Zy en s^u' ; alors 
toutes les lignes seront réellement tracées sur le plan horizontal ; 
mais il faudra perpétuellement concevoir, par la pensée^ les 
projections verticales remises à leur place, au moyen d'un quart 
de révolution autour de la ligne de terre. Quant aux points si- 
tués hors des plans de projection , ils ne paraîtront pas dans les 
figures ; mais il sera facile de se représenter la véritable position 
de ces points à l'aide de leurs projections. 

Par exemple , d et d' {Jig^ 192) étant les pro|ections d'un 
point D de l'espace, qui n'est pas indiqué dans la figure^ on con- 
cevra que le plan vertical» qu'onsuppose déjàrabattusurleplan 
horizontal, fait un quart de révolution autour de j^ s les plans 
de projection étant alors perpendiculaires l'un à l'autre , si par 
les points d^ d\ on conçoit des perpendiculaires au plan hori- 
zontal et au plan vertical, la rencontre de ces perpendiculaires 
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sei:^ le pcTiBlD^A V^p^ccy dont les |HnQJeelk>ii6 Boatdti d^. Ou 
ilésignera qoelquefois œ point par {d^ d/). 

fiStf, (y?g. 191). Ees deux projections d^un point sont situées 
sur une perpendiculaire à la ligne de terre xj". 

En effet y concevez que les plans de projection ocyz,^ xyu^ 
étant dans leur position primitive, c'est-à-dire perpendiculaires 
Tun à Pautre , les projections d'un point soient^ et d'» lesper- 
pendiculair^$ menées de9 points dyd^y si^ xjr^ pi^ss^roiit par un 
niéme point /> àe xy (n** S2tf) y si le plan vertical tourne autour 
de xjr^ pour venir s'appliquer sur le plan horizontal , la droite 
pd'ne cessera pas d'être perpendiculaire à xj-; et quand le plan 
vertical çcu coïncidera avec le plan horizontal , 4' toniheia aur 
uu point d^^ du plan horizontal i la dr6ite pd^ sera égale à /mT, et 
elle tombera sur le prolongement de la perpendiculaire dp à 0^0 

256. Lorsque deux lignes se coupent enun point, la droite qui 
ftdta les points d-interéeetion des projections de ces lignes , est 
perpemUculaire à la ligne de terre. 

- En effet y les projections d'un point étant toujours situéèssur 
une perpendiculaire à la ligne de terre (u^ tSif) , etlei projet- 
tiens du point d^intersection de deux lignes ne pouvant être 
que les intèmietiens des projections de ces lignes , quand deux 
lignes se ceupenten un point, ladrlMtè qtii joint les intersec- 
tions des prèjeètidns dés lignes données , doit£tr8perpendicu<^ 
laire à la ligne de teri-e* 

' 5K5T. Lorsqu'une droite est perpendiculaire â un plan j les 
projections delà droite sont respectit/ementperpendiculalresaux 
traces du plan* En effet, soient dp et ^jo' {fig. 2 î 2), les projec- 
tions d'une droite DP (située dans l'espace) perpendiculaire au 
plftn c«c', dont les traces sont «c, crc'. Si Ton mène parla projec- 
tion horizontale dp un ^n dpp' perpendiculaire au plan ho- 
rizontal, ce plan sera perpendiculaire au plan c«c', car il passe 
par une perpendiculaire DP au plan cac' (n^ ifi&) ; le plan dpp'^ 
eçt donc perpendiculaire à la fois au plan horizontal, et jai^jpïan 
catc'i il .est don,^. perpendiculaire a l'intersection »ç de ces deux 
plans. Or^ cette intersection est la trace horizontale du plan €0^0 ; 
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k plan dp^ t%X donc pcrpendicahûre à la trtce mt ; la proJ€c^ 
tion horizontale dp^ située dans le plan dpp'y est donc perpen- 
diculaire à la trace horizontale «c (n*^ I5IT). 

On de'montrcra d'une manière semblable que la projection 
verticale d'p' de la perpendiculaire au plan cm:\ est perpendicu- 
laire à la trace verticale ^c' du plan cmc\ 

S IL Épures relatives aux Problèmes sur la ligne 

droite et le plan. 

» 

SSB. Nous allons exposer maintenant les solutions des pro^ 
bièmes relatifs à la ligne droite et au plan , qui entrent, comme 
ëltfmens nécessaires , dans toutes les questions de Géométrie où 
il faut considérer les trois dimensions de l'étendue. 

Pour rendre lés explicAtioas plus faciles à suivrci nous éta- 
blirons les conventions suivantes : les grandes lettres Â, B, 
G, etc. y indiqueront des points dé l'espace; ces lettres ne pa- 
raîtront pas dans les figures i les pertes lettres correspondantes 
aj b,j c, etc.) employées sansaccens, servirontà désigner les pro- 
jections horizontales des pointa A, B, G, etc. ; ces petites lettres, 
affectées d'un accient| c'esl->à-dire a' » h% c\ etc., indiqueront 
les pvojectîons Verticales des mêmes points A, B, G, etc. 

Nous désignerons souvent un point de l'espace par ses deux 
projections; ainsi y lorsque nous parlerons d'un point (a, a'), 
il s'agira du point A, dont les projections sont a et a\ 

La ligne de terre sera toujours désignée par xjr. 

On nomme ipuRE, la feuille qui contient le tracé de toutes 
les constructions d'un problème. Dans toutes les épures, les 
données et les résultats seront figurés par un trait continu ^ les 
lignes de construction le seront par un trcUt discontinu ou ligne 
ponctuée, que l'on fera varier selon l'objet de ces constructions. 

989. i^TaoBLiME {Jig. igS). Les projections de deux points 
étant données, construire les projections de la droite qui passe 
par ces deux points. 
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Le$ priilecllPiM.d^jQétte droite fiaaae&l nécsMami^ 
projqctioptf nkftpoàits douais^ Tmmt donc Biie'd«>îite fw Im 
projff^tiQQiboiiiOiiialies detpcôtots dônnëé^^ttneiiant «neattlfo 
droit» par Im j^joctîoitf Torticaks des mêmes {ràmtt, c€sde«x 
drpit^a s^ixa% tes pnyectiiOBs demandées. 

Par ez^mplçi « et a' élaat ka projections d'un point À 
de l'espace ^ et 6 , fr' étant celles d'un antre ponit B ^ les droites 
aif a'b% seront les projections de la droite AB qui passe par les 
points A, B. 

MO. 2* PaoBLiME (^g:. 193). Connaissant les projections des 
extrémités d'une droite j construire la grandeur de cette droite • 

Soient y a-^ a\ les projections d'uiie des extrémités A de la 
droite^ et^, h\ les projections deTauti^e extrémité B ; les droites 
iia\bb\ seront pet'peudlculaires à la ligne de terre xj (a® 93ISJ ; 
et si l'on conçoit qu'on élève en a et 6 des verticales respective- 
ment égales à «ui^Cb\ lès extrémités de ces verticales seront les 
points k, B, dont il s'agit de construire la distance (a° 955). 
Imaginons dans l'espace , par le point A, une droite parallèk 
à ab, et terminée à la verticale &B ; on aura ainsi un triangle 
rectangle, dont la base est» une faorisontale parallèle et égale à 
k projeçtiofi ab f dont k banteor est <%ale à k diffétence des 
verticales aA , &B , et dpn^ Thy poténuse est la distance cber^ 
chée de A à B. Mais, si Ton mène par q^ \im paraUèle h'k' à la 
ligne de terre, b^h' sera égale à la différence des verticalefi.aA, 
&By et l'angle V sera droit ; donc, si Ton prend sur Vk' une lon- 
Çueiur h'i'ssba^ et qu'on tire l'hypoténuse i'b\ cette hypoténuse 
sera k distance demandée de A à,B. 

Telle est la construction dont on fait usage pour trouver la 
Ynâe longueur d'une droite dont on connaît ks projections» 

£n effectuant sur le pkn horizpntal une con^fraction ana- 
logue, on vérifiera l'exactitude de la première construction. 

On peut encore expliquer cette coi^struction comme il suit : 

Les verticales élevées en heib forment arec. o^^ e% ABun trapèze 

dont le plan estyertical ; kites ^oiM^ner ce trapèze autour 4e>la 

verticale Z»B , jusqu'à ce qu'il aoit deyçnu pf^rfilLèle au plan ver^ 

jR. Géométrie, 9 * 
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Ikftl 4^ pvoJMliaa:; la fasse im nt-sartîM-^Mi^dèpèan bori- 
MUtol^ €!liiTibiHii» firebdnt), sansiduin^r^de gMvKtetir^ la M-r 
^ulkm hiy fonllàki la ligne: de' ipenra ; là dvditcrBA ; dttus sa 
nettiKlfe ^itien^f sera paiaUèle:âii'phin vepûtttlèl^'^^ prejeC*- 
tera eu h'i' dans sa vraie^wandeiirv Or,- leipeî^l A A^^pâ!^ ehferngé 
de pdfiîUott; douû'îl ^t tpiij4ul« fvo}etë eH &^ ' !># (ybint A a 
ehai^é» wft i^llesl realé à 1» mbMt distance du plan b6¥ii6iita^ 
•tpai cooaéquepitaa projeclioaivetticale^est siluëé* sur kr paral- 
lèle a'k* kj'X'^ d'ailleurs la projection ba est devenue- bi égale 
à (a, et parallèle àj'x; donc le point A dans sa nouvelle posi- 
tion a sa projection horizontale en i\ donc, en inepai^t.iï' per- 
pendiculaire à j^, le point i*^ sera la projection verticale du 
point A , dans la position où AR est devenu parallèle ai| plan 
vertical ; donc la droite ry^ sera la vraie longueur de Aâ. 

On pourrait encore trouver la longueur AB; en faisant ioâ^rner 
autour de al le trapèze abVtk , pour le rabatfre sur Ic^plaa lio- 
riïontàl ^ comme on le voit en abnm ; ou {lieu , eh C^îsa^t tour- 
ner le trapèze ab'Bk autour de a'b'^ pour le rabattre sur le 
plan vertical , comme on le voit. en a'îVm'.. 
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Si les cciiistnictians prëeéJeiYle^ ont été bien exéctifééij; lés 
dr>oites i'b^^ mn^ m'n^ se^ntdeitièmelôi^gueur; càrcliacune 
d*etlee me$iH*e là vraie distance du point A aii point B. ' 

241. 3* PROBLiME (Jig. 194). Par un point donné mener une 
parallèle à une droite donnée, / 

Soient) d^ d^j les projections du point dànnfy et aby afb'<i les 
projections de la ligne donnée. La ligne cherchée passant par le 
point donné y les projections de cette ligue doiveîit passer par 
les projections'^ I «i'/du point donné; mais les projections dé 
detix parallèles sont parallèles (n^dfiS); oh construira ilonc 
les projections de la di'bi^e demandée, en menant, par lés pj^o- 
îections d^ d! \ du point donné, des parallèles!, aè^d^é^ àu^ 

Fotections, ab\ ab^ de la ligné donnée. . 

949. ^ PftOBtiVE (Jlg, tgS), Connaissant les traces ae deux 
plans ^ construire ^intersection de ces plans, - 
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9oiQitit^«dr^.«a> le«tqftO€pdbpv««iifif jiAn,ttCb;i!b% cdlitt du 

t'vemiA<ttiW«ra0Btaoti (Cbtio^ett f4iio^f«èfle4iKeMeeCioùeslU 
cU-Ai^fii«ît^idaD« FcspacçT) Cj^'^qictt t^poiiir^ an peint c^(«A(e 
xi'^§t< pis^Adî4u(ée4ana Iftiftgwpe), €l^Uid%^iNlVn eoâstrairé les' 

lit proÂ«^tiM bojâfontftle du pokil €' ^lant le pied s de la 
perj)^p4ÎQ9Umineaéft éupoiat c' sur orj*, ottrk^ït qvtes est un des 
poiaM dç la pYOjectdKin koritontale de Finte^sétticm des ^lans 
doiH^; waisic esiunpoiiit de celte même projccddn; la droite 
es Q^t^dcuiclapr^jcclioB horiaontale derintersection demandée. 

Pav une raison semblable, si Toti mène la perpendiculaire cr 
à itjr^ 1q pied r de ostte perpendiculaire sera la projection verti- 
cale du point c de l'intersection des plans dohnc^s; mais c' ap- 
pai^tjeutà cette |ux>jeciioD; la droite cV sera donc la projection 
vertôfCavlq de Intersection des denx iptans, atta' y lAh\ 

L'intersection des plans donnés est'donc déterminée, puiâ-' 
qu'p'^.fiPpiiaU^ea deux projections.- 

li'^m fllonfi «)[aaiiner qatlqueacaspartieuliei^s k^^A poufi^iiéiit' 
€n(it#rr^^er^ ■ •' ■' -ji .'■•! 

*°» (J^f 196)- QUahdles (races hofitofUate^ ^ ua; Cb; des 
plan^ 4onn4^ â a^a'^^ Att' ^ ^oni parallèles j èHntetBâô'ion decré 
plaij^.jfi^t pamllèhMiaà irao^sma, (^;^car laf parallèle ^ c^s 
tiares >. ip^«ée par kl poîiU v^ de l^teheétion dés defux']|!d«xns, ' 
doi( ^.tirouKrprdaaa cbacwa deces plans (n* 139). 

Par conséquent, la pifpjcttionboriidn taie de TililersectiOn des 
plana sera par^Uèl^au» iiiWn,0(ipÇày elAApniÎ6ètP0B>eYtiipaIe 
sera parallèle à)<|ligii^ de i&f^^^ DViUeAis,lépQÎnt^'iJàkvl^'e^ 
verticalç^ $e,çoupçi;^i;^ppartisi;^t4 rinl^enstoiion de8,dei»>plaiks; 
donc, si |'on^Wis$Qç'sperptfndiçpUinsi^i'^>'tttquei.Wihè'ac( 
sd parallèla A *<!„ e^t Ç^'d-. pa^Uèl^Âr-îP* léft *roiflttte^i, )c^f yfcbw 
ront les prpjections de l'intersection des plant ^fea'^ èCbf.*' ^ * i< 

a®. (Jig* Ï97)» Quand les traces de chaque plan spntpqraj'* 
tëieèà la ligAe^dé îeWéxy, lé's'déc^k' glatis sont parallèles a oly-y 
leur intersection est aussi parallèle â ccy\ et, pour fâ détern^i-' 
ntv^' ii faUttmpl^er 'utt- frolsièitie plan de projection , -qu'on 
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choUim, pour plus de sinupUcllei perptmdicùUire à «r;^. tes 
U9ic/^j'ihJ^\ ^® <^ nauteaa plan , sere&t p^rpènéicvlâires à- 
XJ-. CherchoQS Us traces , eur crplan i des deux pbnis ddnnë». 
Po«r cela, observons que les pOiols •» «^ où.^ et j«i^ sont ven- 
contrés par les tn^ces #a, m'a', dtt preinîer pkas donné', appar- 
tiennent à l'intersection de ce premier plan avec le plan auxi- 
liaire ; suj^sons qu'on Cuse tourner ce plan auiilMire autcnir 
àtjru pour le rabattre sur le plan horizontal, le point mnt chan- 
gera pas 4e situation , la ligne j^u' se rabattra spr la perpendi- 
culaire j^i' ^j^Uy et le point «'décrira un arc de cercle autoardu 
centre J'y pour se porter en m'y à une distance^^M^z^j^^'; donc 
la droite , qui ^ dans l'espace ^ unissait les points «, », se rabat 
suivant la droite «m»'; et ««" sera sur le plan auxiliaire de projec- 
tion j la trace du premier plan donné. 

Les traces de l'autre plan donné étant les parallèles C6> Cb\ 
à xj^ on déterminera de même la trace CP de ce plan sur le plan 
auxiliaire rabattu en ujru". 

L*intersection c des droites <i»\ CC\ sera donc le rabattement 
d'un point de l'intersections des plans donnés. Donc^ si le plan 
itju" fait un quart de révolution autour de j-m pour reprendre 
sa position verticale primitive, lepied ^delap6rpei:<diculairec£{ 
à arasera la projection horizon taie d'nh des points de l'intersec- 
tion des plans donnés, et Ton obtiendra laprojection verticale d! 
de ce point en prenantj-iiir=iZé. Les parallèles, dey de', kjrx^ se- 
ron tles projecttons demandéesde l'intcrsectiondesplansdonnés. 

3^. {fis* 198)* Enfin, si les traces des deux plans donnés sur 
chaque pla» de projection sont parallèles entre elles, sans l'être 
à la Ugne de terre , les pUms donnés seront parallèles. 

Par exemple , si les traces ma , ma\ sont respectivement pa- 
raUèlesaux traces C^, Cb'y les plans donnés ii«a', b€b\ seront pa* 
raUèles (n** iM) ; il n'y aura donc pas lieu à chercher Tinter- 
section de ces plans. 

S45. 5^ PaoBiiHE (Jig. iggi)« Déterminer le point d'inter^ 
section de trois plans donnés. 
Les plans donnés, combinés deux 4 deux , se CQupeut suivant 
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iroU 4foite$ qui passent par le point cherché. On construira 
donc les projections de ces trois droites. Si les constructions sont 
faites avec exactitude, les tpois projections horizontales de- 
vront passer par un même point o, qui sera la projection hori- 
zontale du point O cherché ; les trois projections verticales 
passeront aij»ai par un méilie point d qui sera la proj ection verti- 
cale, du point O ; et la droite xnif menée par les projections du 
point O, devra élreperpaidiculairé à la ligne de terre (n^ tSI(). 
Ces constructions sont représentées sur la^gr* igg. 

5144. 6* PaOBiiiHE {fi^* 200). Construire les points où une 
droite rencontre les plans de projection* 

Supposons que les proj e<;tions6Ct b'c'j de la droite donnée, 
coupent la ligne de terre aux points 9 s^t^ 

Pour trouver le point où la ligne donnée rencontre le plan 
horizontal , on observera que ce point do^t avoir sa projection 
verticalesurlalignede terre rr;^(n®95^i^) y celte projectiondoll 
aussi se trouver sur b'c\ car b'c' contient les projections verti-^ 
cales de tous les points de la droite donnée ; donc le point t, où 
b'c' rencontre xjr, est la projection verticale du point de ren- 
contre de la droite donnée avec le plan horizontal ; conduisant 
donc, par le points , une perpendiculaive tk au plan vertical, 
cette perpendiculaire contiendra le point de rencontre demandé; 
mais ce point doit aussi se trouver sur la projection horizontale 
6c de lar ligne donnée; Tintersection à des droites &c, fAr, est donc 
le point de rencontire delà l%ne donnée avec le plan horizon taL 

On verra de même que si, par le points, on mène , dans le 
plan vertical, unQ perpendiculaire sk' sur œj-j Tintersection t^\ 
de sk' avec la projection verticale b'c\ sera le point de rencontre 
4e la droite donnée avecle plan vertical. 

En gteér^l • Pour consêntirele point de rencontre d*une 
droite^éwec le plan horizontal j déterminet le point d'interseC'^ 
iiçn^filt^ la projêCiion'vertieaiedela droite donnée a^ee la ligne 
4e (errei f partbe fHdnt meniez dànè le plan horizontal une per-^ 
p^ft^iculairé à la Ugne de-terre ; la' rencontre de celte pèrperi"^. 
djkMtair^ atfec la pro/éctitm korizontaie de h ligne donnée sera 
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le point demandé. Pourtnoiit^erU point oàuiê^ >dn>ké' f^èHeâihttre 
le plan vertical^ détarmine,z l*intm*9ecii(m de lu prof^ctiotiho^ 
ri%ontaledela li^ne donnée. ap^Q is U^n^ede terre ^ pu f* te point 
menez dans le pl^n veriio^l ui^^-perpendituhiite.àia tigntè de 
terre f. la rencoiflre 4e ceUe.'petpe/tdieubM/^apec ia p^ùf^ti'on 
verticale de la Ugn^ doméej^erpt dv point déf/mftâé, 

Lora<|n'on chapg^ la .poûlÎQo de ladkH>îtef dotihéé , led^points 
h^ u\ où elUperceLf s plana d^ plnojectîoit^ chttàg^V aussi. V^fas 
nous bornerons à Caire.r^inarqtter ks cas ilidîqvèli j^aip \tBjîgures 
200, 201, 20^ et 2o3. , ,.. 

Dans \9kfgHre aoo, la droite reiiConlre le plan horizontal en h^ 
devant le plan vertical, et le plan vertical en ^% au-dessus du 
plan liorisôiital. Dans lajigure 101, le point h est derrlète le 
plan vertical, et le point p' au-dessus du plan horizontal. Dans 
lajigure^ù^j le point h est devant le plan ver tica1| et lé point f/ 
aiH-dessoiis du plan faoritontal. Enfin , dans la Jîgur'è 2o3i , le 
point h est detriète le plan vettical, et le point / au-dessous 
dnplan horizontal. 

M5» 7* PaoBiJIicB (^. fta4)« i^oir^ passée iki plan par troi^ 
points donnés» 

Les trois droite* qnà joignent les ptôiiïits \forttt'tf s , ét&nt si- 
tuées dans le plan chiôrthé, ces droites tencbntretont le^ plaiiis 
de projection en des points qui appartiendront atlx ttàces du 
plan demtodë ; ^n deterùinetfa ainsi trois points de tfaacu'ne 
de ces traqBSî les tcoia points de chaque trace devront êtt-e en 
ligne droite, e4 ces traces devront ae couper en un tnême point 
de la ligne de tetre ; ce qui donnera trois vérifications. 

Cette construction ne peut offrir aucune difficùké, eânelle se 
réduit à trouver les pointaoù lesdroitesdonnéesrencorntrentleé 
plans de projection, et Ton sait trouver ces points (n^ ^W)* ' 

Supposes que , a , 6, c, soient les projeetions borison taies 
des trois pointa doni^és^ %ti\\K^a\b' ytH.^ soient les projeelîoiiâ 
verticales des nièmes pointa* Les projectionsdes drmtf s^menéâi 
par les points donnés, passeripnt parles projections de^êes points; 
les protections borizoutales de eesdr^iessoiit dont^;«fr/^;'f^ 
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ei iio^e]ectioDS<7erticftleft desaiidnaes df ottessoiit,*«'é^^,ii'c',6'c' . 
St y 9a cfaerehe lespoinlsoù ces droites rencontrant les plam de 
|icbjeclîaQ^ ou tnMitCEà' qa'elfet reoeotf troBt te plftn iioritontal 
eu tronpMftl^^&^/y et'lepknyeriicalé)iir<M[|poirifd 'fy^'ff*' 
Quand la coustructioB serf bien exccuiée, la drcîte indéfinie 
menée par les pointe e,jf, p^^sçr^ par f2,^ la droite îndéfiiriK 
menée par ^'^/'i passera par, ^i^jce^ deux droites devroi^^ con- 
courir en uu même point t de poj-». et eU^^serpat le§.trMS«04a 
plan qui passe par les trois points «lonne's* 

Discutons les difierens cas qui peuvent se présenter. 
l^'Q1lttâtt'left droites ^Ijmgnetit hê pi^hits donnas lie siont 
parallèles à aucun des plans de projecUoti/cfaacÛne d'elles ren- 
oMitre W' Acm plaQftl 4è fro|%^ Ton ttx)U^ troils ^binis 

de'wrifikaitîdii.'- - , * ' -i-:' ••-' ■ 

'flf^^ Lottq'tt'u»e«e«iledkfsdiroi4e»e^tpara11èieà1^tm des planés 
clepiio§ec)iîo»ya« pUm IvdrîMWfal, pat exemple, elle né tencontre 
pte^iee^M^ il p«retfli6d<m<!^Éié4euiL pbint^ de vérification. 
Mais, cependant, il existe une troisième vérification; car on dé- 
ilioîtidesipvi»dpe»deiiia^*l44et 186^ que la trace horizontale 
idtt pWb tfberi^ doit être pà^Rèle à la p^Jt^étion horizontale 
lie là 4i^Xé q^ bit supposée parallèle au plan horizontal. 

3*'.' Quand mté des droites est parallèle aux deux plans de pro-* 
jeeiMài , eUe ne ^ntotftre pluâ dès plans ; oti ne connaît que les 
deux pointa de êhaque trace, doniîe's par les rentontreis des 
deux à«itfes dictes avec tes platis de projection ; alors la droite 
I^Milièld itft ^OK pla'às de projection est parallèle à là ligne 
de teri« A';f (tf^I») ; dwife te plahxhérthë fret Itii-Tnêrtie pa- 
r«llèfelriry'^,»#t'pi^tdta«ëffttettt ses deuit iraées doivent être 
parallèles à xj- (n® 280). ... 

4*.'S1 1^ deux drdited'ëtateiit patattëles à Vnti ié^^\ûm Se pro« 
jeai<M), an ^ilâh veriioar, par exemple, lephn dé'Cies dirôitéï^ 
qui e6t ««lai fàéi H^<i^ poiâl!9''dotmc8 , setait ^ti^àlTète ah *pt^k 
^r«vMl >(h> 4 W>i Ift (ra^ehonzbniiilei^tl plafn cherché serait 
â^iV^fttlëV^)à- la Ugftb>â^ lèrt^ (^^ SS^O) , et lés pi-brétt'ibna 
horii<^tales^^^0i^ pé>ii^i9iâéiihés sêraiët^ ^ur'irttte tt^teî 
q«i:$iilfit'«t<A«p««^ d^térktiiiîeV le plati îfaèrebé; ' 
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5*. Eofioy si les troi» pokilii donnés étaient en Kgne droite , 
cette droite rencontrerait chaque plan de projection en un seul 
point ; on ne connaîtrait qu'un point de chaque trace da plan 
demandé ; la poêition de ce plan aemt donc indélenninée. 

M6. 8* PaoBiiME {fg, 3o5). Conduire un plan par deux 
droites qui se coupent j eu qui sont parallèles. 

Cherchez les points , a , & , où ces droites percent le plan ho- 
ricontal ; cherches aussi les points a', b\ où elles percent le plan 
rertical; les droites ai, a'b\ seront les traces du plan demandé. 

M7. gt* PaoBubu. Trower le point oà une droite donnée 
rencontre un plan connu^ 

Si, par lapro^ectio^ horisontale delà ligne donnée» on mène 
un planyertical, ce plan contiendra le point cherché; mais 
ce point doit aussi se trouver dans le plan donné, i rintersection 
de ces deux plans et la droite donnée, contiendront doac le 
point cherché ; ce point sera donc déterminé par r&ateraection 
de ces deux lignes^ 

Par exemple , pour construire le point de rencontre de la 
droite dont les pro|ectii>ns sont liret d's (Jig. 206), avec le plan 
aAa\ on conduira un plajji vertical «f/v, par la proîectionhonxon* 
taie dr-^ ce plan contiendra la ligne donnée ; sa trace horizontale 
sera^r, et sa trace verticale sera une droite r^ perpendiculaire à 
£r^(n®255^3®). Menant £6' perpendiculaire à â^^la droite iV sera 
la projection verticale de Tintersection des plans oàui^ , dm 
(p? M9), Or, la projiection verticale du point cherché doit se 
trouver sur ^ droite b'f^ et sur la projection verticale ^s dek 
ligne donnée ; la projection verticale du point demandé est 
donc rintersection /' des lignes b'f^ , cP^- 

Mais , la projection horizontale de ce point doit se trouver 
sur la perpendiculaire y^A à xjr (n® fiW) , et sur la projection 
horizontale 4r.de la droite domiée; Tintersectiony^des lignes 
y*'Ar ^dr^est donc la projection, horizontale du point demandé. 

J^our construire directement la projection' horis<mtale/*dn 
ppintcb^ché, on^nëue parla prçjecti^n vertiqcale^'^ delà ligne 
donnéci un plan d[sh pçrpendijculairçau plan yertiul; le plan 
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d'^h ocmUent le poini cherché ; mais ce poiat est dan» le plan 
donné ; la projection horisontale ch de Tintersection des plans 
d^shy aêUL\ contient donc la projection horizontale du point 
cherché. Mais , cette projection doit aussi se trouTer sur la 
projection horizontale dr de la ligne donnée ; KDtersectiony*^ 
des droites cA, dr^ sera donc la projection horizontale du 
point chercha. 

Quand les constructions ptéeédentes auront été faites àrcc 
exactitude , les trois droites, f'k^ ch^ dr^ passeront par un 
mèine pointjf* 

Lorsque la droite donnfe est verticale , sa projection hori- 
zontale se réduit à un point d {fg. 207) j qui est la projection 
borizpntale du point cherché , et la projection verticale de 
cette droite éstla perpendiculaire dsd'k xy. Pour constnûre la 
projection verticale du point cherché, on mène un plan vertical 
brtf par la projection horizontale ^ de la droite donnée ; ce plan 
reste indéterminé 1 car sa trace horizontale br n*est assnjétie 
qu'à passer par d ; sa trace verticale est une perpendiculaire nt 
à ocj'. Si Ton tire la perpendiculaire bb'kxy-y la droite vb' sera 
la projection verticale de l'intersection des plans at^a'y brv\ et 
le pointy*' de rencontre des lignes pH^ dd\ sera la projection 
verticale du point où la verticale donnée rencontre le plan ama\ 

La trace horizontale du plan vertical mené par la verticale 
donnée , n'étant assujétie qu'à passer par d^ nous allons sup- 
poser successivement que cette trace est parallèle à dr;^ et à aa. 

Si Ton prend la trace dh {Jig* 208) parallèle à xjr, le plan ver- 
tical qui contient la ligne donnée sera parallèle au (dan vertical 
de projection ; son intersection avec le plan atui sera parallèle 
à «ta! (n® 1^8), et la projection verticale de cette intersectionsera 
aussi parallèle à «a'(n® SSS).Or, le point b où secoupeintles traces 
horizontales, dh^ «a, appartientà cette intersection; donc si l'on 
mèiie 66' perpendiculaire à xjr^ et ensuite b'e'. parallèle à ma\ 
cette parallèle sera la projection verticale de l'intersection du 
plan (uia' avec le plim vertical mené par db ; la ligne &V, par 
sa rencontre avec dd\ détermine la projection verticale/' du 
polnf ou la verticale dpnnée rencontre le plan donné a«kà\ 
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Saison pDend klmce^ (fg. ao9)paitiUèi6 ^vm , te ^Yatfqtii 
contient U tteriitftie donnée aâra pour tratte v^tifcale ume per«- 
pendiciilaii'e 6^' à jr^; et le point b' ioù cette trace rencontre 
da\ «piparttendra à l'intersectioii des denx planA ncca \ dhé \ 
<sty cette interieciton est parallèle à ua*(pagè t$t, i^); detie 
eUe'^t liDrisantale; d^nc sa pi^ebtton v^frlicalb se^ra ane ^^ 
rallèle b'c* à la ligne de terre. Le point/', où b'cttuxionitt «fcf, 
«stjiaptx»}eeUofrTerttcale du peint ehertlié. 

Si6^ to* Pao^LiHB ifig^'^o*]), €ùnnAi9»ànt hê tr*aû^B itnn 
plan , et Vune des projections d*un point situé ^ri^ Ce piàftj 
trxmtlier Puitérepny^eàcfnidwic^pùmt^' 

Par exemjple^ soit^ la|$roJecti(bh hori^Mtkle à'Uri pàitti du 
planMd' '^ ta mèMmit aine i^rticale par le p^rtid , la pt^jèC'' 
Uon. verticale deitiandée sem eiglle du poj^t ^ rèhcciitkSe ^é 
bette vertîéale avec le plan iktâ', ^efte qtiriitibh réntkie^ dont 
dans celle du n^M7. - 

!lto. f I ^ f'titiWkMk. >P^un point damé y tt>ndaihà un plan 
païHtllHe A wm pian donné* 

Tout plan conduit par le point d<»nnë, coupant le plan dôns^ 
et le plan «iierciié suivant deux parallèles (n^ i'85), st Ton lire 
par ce point une parallèle à une droite queltbnt|u^ situtée dan^ 
leplan donn^ , cette parallèle sei^ dans le ^lan clierclié;tron^- 
truisànt donc les plaints où elle i^ncontre les pïahs de projec- 
tion, on aura un -point de chaqtie trace dû pl^n cirércbë; leis 
pai^lèieH aux tra<:es du plan donné, hienëfes par éë^ ilifôx 
points^ seront i^ traces du plan^lemandë (h^ il58). i 

<»a^ Wç les tfacea du plan>àonné^ préfet un pointé éSir M'tvaiie 
bortzoutale tt^V et Un pointé^ sOr la tra^ vèrtifcàte'cvi^ hiétieitb^ 
perpendi(^iiibin3S4^j»,y9) à la ligne dé terre ôry^l^èéûiàiit^'èqy^pi 
seront ks ^rojeidtvoitiid'Utie dt^îte ■eé''- de l'éSpatiè'sftliëè d^i^i te 
plan doni^ 404KI', >(Àr bette droites deux poiùtsi ^j^', '^îiWt 
dana as plan; menisz par^det d^ des pàrallèles/^,/i?,V<*^fet^*j5; 
œsj)àYallèle$seit)niWsprojettlon»d%6é'drèitiîjJ7^f)à¥^ 
^e', et ^ai mtà dan^ le plan thef c^; les-paihty;/^, M thbiliè pa- 
rallèle reneontie le» plans de projeetidh^' àppkf tielidi^otei fi^o 
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ftttx Uratftsdaplàn therché ; étcotiiiAe ceB^tfttie$4<»iVMIéli^6 pa^ 
raJAoles àoz tracoitMiya'*, du pfam dotiné^ oh les obtî«ttd«à eh tt^ 
raïkt par/et/' dms émïtmBk^ i/n\ rft^fi^tHveliKehlC j^AilIèles 

M 

Qiiaiiiile plato donném^stfiM paràHMiâ^idi lignée d^Mre 
0^;^ , il donpe cetés iîgii#^ft>i»i ptfittt Wy et 4ti» tmée* d^ j^M' 

Ii0r»t|tt^l« pi^ doim^ «k^mllèlè à 'Utt 'de» plans de^prôj^ii^ 
tîon , au plak» i^rtîcal , pftf «|[ttmple ^ • té iplab cliefcbé è^t "ùiûssï 
paiattile au plan vartioal; -chacun d^ c<?s pkus'n^ayaiit pttrs 
qu/uAe sevié ttw^e ^ d^v <3M; «it^^àfallèle à ay^ iWait êÀtus le 
pUnihorisantal ^ la(toii(|«M|cliiMi précëééhttjedt eft^Aélktii ; tnàitf 
otLdbiiebt.direÎBtahiètit la traefr honzontate q^f détei^iht le 
platt okarofaé y eb ^siiiidaisâtit par la projecHob horitontalè du 
point d]oahé; une pamUèik4 dry ; mte tvacè horitnmtàte èéiet* 
nxTÊmxu%\h[€mBAt\e plan cberohfe. ' 

. &siiiaODB* Qocnd le plan donné ^«a' (fg. 11 1) n'est pas pai- 
raUèleè la ligne de tetve ^rf , on peut simpRfferla construction 
indiquée, car la trace horizontale a« étant dattsle plan donné, 
si l't>n conçMt ((a'o<iniène par le point donné (<^,^), mie paral- 
lèle H à <i«, cette pat^ll^ie «em dans le plan cherche ^et dé plus 
€ll« seta pamllèle au plan k^rinontal*, doncla projection hôfi- 
aoAtele de H est la parallèk^^â «w menée pair l^pb^ttt,' et la* 
projectloa ^erltoale de H est la parallèle d^p' à xj-. Lle^ droites 
dry €tp\ ëianl lei projeolions d'une Kghe A sitUéedaiis^ le -plan 
oherofaéy èi Ton détermine le point s' ofû 6e ttè ligne rericbntrc le 
plan Veftical(ee cfm s'etécfute en tirant la perpentjliculiire ts^'k 
:r;'),cepoint appartiendra à la tracev^ticale du plan'clierché* 
On obtiendra donc les4eu)t trttcés'du hlan demandé, en th^ànt 

i_ t 

pars' la parallèle l/Càa% et en menant emùitéla'patal!èteC&' 
à «a ( les droitee Wy Sb, sefoht les traces dû ^lah cUerclié/ 

Four o^tepir uheféfification, on conçoit que Ton mène pat 
le point donné (€3t, il')'une'pàrallèfle Y à la trace verticale à^tk 
d»{dan donné j cette parattèle est dans le plan ctierçhé , et âe 
plus elle est parallèle au plan rerUcal de' projéc'cioh'; donc la 
prolection verticale de la parallèle Y h a'» eél une paraYlèle (ti' a 
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a'#, et sa projection horizoatale est la parallèle dp à Xjy. On cons- 
truitle point s où la droite Y rencontre le plan horizontal, en me- 
nant la perpendiculaire r'nkicy\ rintersection s dea àroit^sdp^ 
r'n^ doit se trouver sur la trace horizontale Zb du pian cherché. 

8M. 12* Phoblèiik (^^. ai a). Un point et un plan étant 
donnés , on propose de mener une perpendiculaire du point 
donné sur le plan donné; de trouperle pied de la perpendicu- 
laire ,etde construire la longueur de cette perpendiculMre* 

Soient, fi^y^', les projections du point donné I>, et «c, mc\ les 
traces, du plan donné ; les projections de la perpendiculaire de-* 
mandée doivent passer par les points d^ d' (n* fii^)> «t Fon a 
TU (o®S57) que ces projections sont perpendiculaires aux traces 
«c, ac-. On obtiendra doncles projections de la droite cherchée, 
en tirant par d et d' des perpendiculaires €2A,<i'ff, aux traces^c, 
40^ On en déduira facilement les projections p^ p\ du point P 
de rencontre de la perpendiculaire DP arec le planche' (n^SlT) ; 
et ensuite le procédé du n® UO fournira le moyen de trourer la 
distance DP du point donné (d^d') au pied (Pfp') de la perpen- 
diculaire DP au plan c»c\ 

S5i. i3* Problème (Jîg. 21 3). Par un point donné {d^ d), 
mener un plan perpendiculaire à une droite donnée (abj a'b')* 

Le plan cherché devant être perpendiculaire à la droite don- 
née, les traces de ce plan sont respectiyement perpendiculaires 
aux projections de la ligne donnée (n^ SS7); mais le point donné 
appartient au plan cherdié. On connaît donc uii point du plan 
cherché, et les directions de ses traces. Il suffit donc de trouva 
un point de l'une des traces du plan cherché. A cet effet, on 
conçoit que Ton mène par le point donné D,une parallèle H à 
la trace horizontale du plan cherché; cette parallèle est située 
dans le plan cherché, :et de plus elle est parallèle au plan ho** 
rizonlal; doue sa projection borizon|»le est parallèle à la trace 
^borîzonta.le du plan cherché, et par conséquent perpendicu- 
laire à la projection horizontale 4e la droite .dc^>née *, mais elle 
passe par d ; on obtiendra do^nc la projection horizontale de Vhf>^ 
rizontale H S;ltuéq dans le plan çbei.cbé , en tirant par d une 
perpendiculaux drh ah* ]ba projection y^tical? di^ H est nm 
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pavajilèle àlj^ à.^. Les.drpi^ç» «{r, ^j/„éiftnl letprèjectiMis 
d^line Ugi]|?<H si4^^e dfuisile plan cfierebë ^ si Ton dét^mme le 
jpomt 6^ où cette droite xeAciHitre le plan vertical (ce ipiît'exé»* 
c|ite en tiri^nt /ïs' perpei^çUcolalre à. xy)^ ce point appartiendra 
à la tracp yerjticale ,4a pU^^ cherché. On obtiendra donc les 
traces du plan demandé , en tirant par s une perpendknlaire 
cVà dh\ et en^coodttisaQt la perpendtcnlatre «cà ah^ 

Pour obtenir uiie férification , on conçoit que Ton mène par 
le point donné (^, d') une parallèle V à la trace verticale du 
plan cherché; cette^ parallèle est dans le plan cherché, et de 
plus elle est parallèle au plan vertical de projection ; donc la 
projection Verticale de V est parallèle à la trace verticale du plan 
cherché, et parconséqttentperpendiculaire à la projection ver- 
ticale ^^^^ âe la droite donnée; la projection horizontale de la 
parallèle V au plan ver^Lcal est parallèle à xj. On obtiendra 
donc les projet tiops de la droite \ , située datts le plan cherché; 
en tnenanl dV perpendiaihûièà c!h\ et en conduisant la pa* 
r^lèle.^j» è;i;ç^;ie>poîntiSoaJa.droite Y rencoutt^ié plan ho- 
rizovtaVt dev^ se tr^ uvereùr k« trace «to ^éjà «héteniiinée^ du 
pjan cherché. \, • '.':•.••"•".- 

SI52é \^ Problèhî (yi^. ai4). Un point et un» droite étant 
daané^'j pn propose de imnffrpar le point donné une perpendi^ 
culaire à h ligne donnée, de déterminer le pied de cette per-^ 
pf!fidicul0ire j et de trotH^er la distance du point donnée la 
droite, damnée. 

Par le point donné D , dontles projections «ont^, d\ menez 
un plan ccec;', perpendiculaire à la droite donnée {ah; a'b') 
(ii« 5tôl); détermipezles projections, p^p', du point P où le 
plan c#£' ^rencontre la.droiie donnée (n^M7) ;la droite DP sera 
la petpéndieiilaire demandée; et par consi^quent, les droites 
dp 9 ^pV sei^iHil les projections de cette perpendiculaire. Vous 
4éâuii!es ensuite de ces projections , la longueur de la perpen-^ 
dicttUirealNdisfléé du point donné sur la droite donnée (n* MO). 

; ■ 8fi$« .1 5* Pa^Btiaipji;^ ! Pi^r im# droite donnée ', conduire . un 
plfl,n perpendÀci44i^e,à ^nplan donné. 

. Si ^vk\} point quek^vaque.de la drohç domiée^ pn 'mène Une 
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|ie«p6Ddiciilnird an pk^o âMUé^ eette f^i^nclleul&ife et h 
êroiâtàÊtaàée seront ^m \t pMiti eb^vdbé (ti^ ltB)yki« points 
4>ùi:es:4r9iUt<reiWDdttc|i^t-ldÉrptMs àeftëjéd&M^ apparu 
tkrfndffimt.doiio ai|x Irace0 du^piâi^ 4hei*cbë: Oh' déterminera 
cUino&iBilnDeat>deux^ii»t*<ieêha^ité Iracèi. Il y aura an point 
de.vëciAaatifOft , car lâs «raoeâ déwoDt îe eatipér sar un même 
point de la ligne de terre, lia solution de ce problème né dé*- 
peipd donc qae 4e9 owvtratttions des h**^tW'èt t46. 

$ IIL Jtigles formée par des droite» et des plans. 

1UMI, i^" PR09Làxv (/^* t»i5). Construire l*mtglejhrmé pajf 
de^ipc droites dont les protections sent dQtmées. 

3i)yp9^ua porin.^ quelconque, on mène des parallèles aux 
ligUte^do^néeS) Vangle l<wmé par ces parallèle» m^suferâ l'angle 
d^f ligfi^^ doDjlées j(n" M7), Soient donc, a^ d^ tes ptojoctions 
d'i^p9^iii;t <|«#U9ii[que ; a!£,â^é»\ieaprbjec|ionsdela paiallèie 
a 1^ p^fmi^ri^dJroi^etac^a'ic:', leepcdîect^joiisde.'lap^nttlèleà 
)f^ ^Qf}^^ di^ t0 $ ^ voue de termineclea ffointS'V^^ >oa cM> pa* 
rallèles rencontrent le plan horizontal, a et a' seMtit les prcM- 
jec|k)i»ada sommet â^u»tridngliB ^ dot^Vlti tiâSé Mta 5ia ;'• et-, ^ns 
CQ t^îmglf^ l'angle Appàs^ à. ht^i^aise^^e sera l'iM^gl^ demandé» 
OfvK We'iû éat/danaiawmie ^randens»; il inffià d^afae ^de 
cb^^f les. Jk>i^gaeum.îd^ deM antrefS c6tésî Les fvèjeèlîons 
de l'un de ces côtés étant ah^ dh\ si vous prenezp^WMifr, l1iy-> 
pot^iuise. q'q sera lalongiienr du fe6ié projeté en ah ,* et en pre- 
ni^nt pr=!^ac ^ rhj^poténèse a'r sera la longue ur.du eôté^qjefé 
en^.-Paif «pnsisqtient^ s»^ dea^paii^ts ^^c/ecymme- centres, 
vpu9 Aï^ciivetl 4es,^0ttttV0c les m^onëo^^ 
op çe$ a^<s,sie.eottpeiiiit^ To^s'meneêlsBdi^'oitetf Âi^^'Ao,;l^ti^ 
M^.'s^Arifgalià l'angle fornid'paa les 4>'<iqteB<ie«Mées<J . * \^ 

Qni penit iconaln^» le triangle* Me psur lina^ ifiétiiè^tê' ^t«is 
él^ni^. Skefiei f ia Ibake t^ élan t oemfi*,- il sttÉIt dd trottii*eir 
hk pe^litSonet lagramieelk' dir la^perpeikli€^l#é^'2^A,''iùen^ 
sommet A sur la base.>Or, a est l^''|»r«)jèèlidn i^ri^fcontkle *du 
j9Qmw«t.A.$.paD œnséitiKni^ ^si, dn ^^Mttt^etldU triàttfglei on 



la base bCj qui est dans le plau liorizomtelylà^dMKÎ^id qnkl^^lU 
rerait di^ sommet A du tiiaagle au point h^^ serait pçrpe^diçu- 
lâîriè kbc (n® 155) ; le pojnt ^Vâînsi dé^eraune'. est donc le pied 
dé la perpendiculaire. abaissée du sommet A du triariglç suc la 
basé 5c; £P^.estd6nc la'projeclion horizontale de cettç yerpeny; 
JîcùTàîre; Ôr^ le point % est dans le plan horizontal^ et la dis;-: 
tance du sommet Âaù plan horizontal est a'p-^ prenaat dope 
ph\^;= ah, et tirant Vhypote'nuse a'A', ccHte hypote'nusé sera la 
hauteur dû triangle chçrche' (n® 240). Par conséquent, si l'on 
porte sur la perpendiculaire h^k à bCj unQ partie ^A = a'h\ 
et si Ton tire Tes droites A£; Ac, le triangle demandé sera. À^c, 
et .bkc sera T^ngte jforiné par I^s droites donne'es. 

En e^^écutànt une construction analogue par rapport au plau 
vertical , on devra rétrouvel* le même angle bXc. 

* fiMkt^^iitJXJ^g: à 1 6) . Quand Pline des droites est parallèle à 
î&h îdé^ pTans dé projection, au plaii horizontal par exemplë^oii 
tnè'ûe |)ar un'pôint*<juèïconquîe^du|)lân horizontat^ dësparal- 
liïèd aux jîiwèà'âonnées ; Tûne deces parallèles est U drbîte^c 
sîtiieëdàns Ife plan horizontal ;^t en tirant Ta petp^ndîçïrfairé 
bb* i xfj les ptojéctions de Pau tre parallèle sont des rfrôi tes £a. 
Va*; rariglêform'ë par ceUesecondeparatlèleàvec 5c: 'esi?ëgatâ 
Tan^le cherché: tour construire cet aiigle, tirez jinçpèfpencïiT 

" ,,.1 , ,f'»'.'(*. •j'';> 

cuTàîre quelconque aa sur ccy^ lés points a, â', iserprit les pto- 
iections d'dh tooint A dé la secondé paraTlêle ; etsi ï^gn tonçoit 
une perpendiculaire abaissée *ae ce point sur 6c, Ta.proiection 
bori^otitale de cçlte'péî'pendîculairé sef;à ïa pe^peniîîculaîre dît 
i bc)âe Sorte iïù*èn prenaiilè/)fc == ha, Thypotenuse qh^.'sera. 
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de (irajeetioD « an pkui* hof içontal ptr eieniple , Tangk formé 
par les projections horhsonulea de ces drmtes serait égal à 
Tangle des lignes données. 

W5. 17* Problème {fig* 217)» Construire V angle formé 
dans l'espace par les traces d'un plan donné* 

Ce problème n'étant qu'un cas particulier du précédent , on 
obtiendra l'angle cherché par une construction analogue à celle 
qui Tient d'être indiquée dans la remarque ci-dessus. Soient 
«Cy cec% les traces du plan donné; on concevra que, par un 
point quelconque a' de la trace verticale «c% on mène dans l'es* 
pace une perpendiculaire sur la trace horizontale tfc; on trou- 
vera la projection horizontale de cette perpendiculaire en ti- 
rant la perpendiculaire a^p à rt^, et la perpendiculaire pa sur 
«C} la droite pa sera la projection demandée; de sorte qu'en 
prenant pqr^ipa^ l'hypoténuse a'q sera la vraie candeur de 
la perpendiculaire )abaissée de a^ sur mc ; or, cette perpendicu- 
laire forme avec t$a' et »a un triangle rectangle, dans lequel 
l'angle opposé à la perpendiculaire a'a est prédsémeiit l'angle 
deqiandé^prenant doncsur le prolop^^ty^ent ak àepaun^ p9f tie 
aszssa'q, et joignant ms , l'angle a»s sera ^ vraie grandeur de 
l'angle que les traces «c, uc'^ font ^ntré elles dans r^space. 

On parvient an même résultat ^n prenant dejax points. quel- 
conques ^'| bj sur les traces «c'y «0, et en construisant le triangle 
dont les deux côtés qui comprennent l'angle cherché sont «&, 
ttb^ ; le troisième côté de ce triangle étant la droite menée dana 
l'espace du point b au point b\ on. trouvera ce côté en tirant 
la perpendiculaire b'r à xj^, et eq prenant rnss rb; b'n sera la 
vraie gramdeur du câté cherché ; par conséquent^ si l'on décrit 
des arcs daiu le plan horizontal , des points «, b^ comme cen- 
tres y avec les rayons «y, b'n^ ces arcs se couperont-en un point t^ 
et en tirant la droite ut, l'angle b^t sera égal à l'angle formé 
par lés traces «c, «c\ . . 

Si les construction^ précédentes ont été faites avec exacti- 
tude y les points « , t^s. seront en ligne droite. 

'S46. i8M^e»liai«;(/^« 1118). Par le point d'intersection 
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de deux droites données j mcnerdfins leur plan ime droite qui 
dii^ise l'angle qu'elles forment en deux parties égales* • 

Supposez que les projections de la première droite soient àb^ 
ab\ et que celles de la seconde soient ac , aii*\ construisez , 
comme dans le n* 5UI4, l'angle bkc formé par ces droites. Du 
point A menez une droite Ae, qui divise Tangle bkc en deux 
parties égales; riniersection ^>des droites ke, be^ sera le point 
où fa ligne demandée rencontre le plan horizontal ; la projection 
verticale de ce point sera le pied e' de la perpendiculaire menée 
du point e sur j^ ; ^ et / seront donc les projections d^nn point 
de la droite clierchée ; mais les projections de cette droite doi- 
vent pasaer par les projections, a, a', de Tintersection des d roites 
données; lesdroites>a^^ a'e\ sont donc les projections de laligme 
demandée. 

Si la ligue cherchée devait diviser l'angle des lignes données 
eu deux parties qui fussent dans un rapport donné, la consti ne 
lion ne diffibrerajtde la précédente qu'en ce que la droite A» 

diviserait l'angle bkc dans le rapport donné. 

• . • 

1257. ig^ PiioBLèME [Jig, 219}. Réduire un angle à P horizon f 
c'est-à-dire, connaissant les angles V> Y'> que deux droites, l, V y 
inclinées à Vliorizonyfont avec la verlicale, et l'angle d que ces 
droites font entre elles, construire l'angle ^' formé par les pro^^ 
jections horizontales des côtés de l'angle ô. 

Par un point quelconque s du plan vertical de projection , 
tirez dans ce plan une droite sq qui forme Vaogle Y avec la ver* 
ticale sp ; la projection horizontale de sq ou de /, sera la partie 
pq de la ligne de terre :r^; il ne s'agira plua que de trouver la 
projection horizontale de la deuxième droite l\ qui passe pajr5, 
et qui fait Tangle Y' avec la verticale sp , et l'angle ^ avec sq» 
La droite l* passant par s, sa projection horizontale pa^se par/7» 
Il suffit donc de chercher le point n de rencontre de la droite T 
avec le plan horizontal; cai pn sera la projection horizontale 
de /% et comme pq est la projection horizontale de / , l'angle 
npq sera égal à Vangle B' demande. 

Le point n serait facile à déterminer, si l'on connaissait ses 
R, Géométrie. 10 
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ditlances aux points/) | q ; car en décriraot des arcs àeptiq 
comme centres ayec des rayons ëgaiix à ces distances , ces arcs 
ae couperaient au point n demande. Or , en concevant la droite 
sn qoi joint dans Tespacele pointa aa point r, les distances ixï* 
connues />ity qn^ sont le» côtés de denx triangles apn, sqn^ qn^il 
est facile de constrttîreau mojen desan^^s connus V% G, qne 
la droite an forme avec les droites conaues sp, sq» En effet : 

1 ® r La droite si» faisant Tangle Y ^ arec la verticale sp, si Toa 
tire dans le. plan vertical une ligne sr sons Tangle psr:=^y, 
riiy poténuae sr sera la traie longueur de la drcHte m qui joiat 
le point s au point cherche n, et pr sera égal à la distance 4e p 
à n. Le pointu sera donc sur l'arc #ïia décrit de ]& comme centre 
avec le rayon connu pr. 

a*« Dans le triangle sqn (situé dans l'espace) y on connaît k 
côté sq; la vraie grandeur du côté sn est sr, et Tangle formé 
par ces deux côtés est 6^ par conaéquent, si Tott tire dans k 
plan vertical la droite se sous l'angle qac^oO ^ et si Ton prand 
si = sr^ la droite gt sera la vraie grandeur du côté qn\lê point 
cherché n doit donc se trouver sur l'arc tmb décrit de g comme 
centte avec le rayon comm qt. Mais d'après (i^, ce point doit 
aussi se trouver sur Tare rda décrit dé p comme centre avec le 
rayon /)r; l'intersection n de ces arcs sera donc le point n de- 
mandé ; et en tirant la droite ptij l'angle npq sera l'angle nsq 
réduit à l'horizon. 

Les angles flaAspsq s^V, psn;sszV\ nsq:=:i$i forment tm angle 
solide triple en a; et l'angle npq=z(f , est la mesure de l'angle 
dièdre formé par les plans verticaux jos^, pm^ qui contiennent 
les deux côtés de l'angle 9, 

RsiiARQuE. Ce problème est fort utile dans le lef^é des plans ^ 
car y sur la carte d'un pays, c'est la projection horÎEontale des 
angles que l'on construit^ et non les angles eux-mêmes. 

%ISS, ao* PaoBLina* (Jig. aao). Consttuire Vangle formé par 
une droite af^ec un plan. 

Si , par un point quelconque de la droite , on mène une per- 
pendiculaire au plan, l'angle formé par ces deux droites sera 
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le compUnaent de l'angle demandé (n® I6ft). La question est 
^onc ramene'e à cheidier Tangle de deux droites (a® flM). 

Soient y ab^ dV ^ les projections d'une droite'; pour tronTet 
l'angle formé par cette droite, arec k plan^^n^f , on mènera par 
les projeclioiis a, ci^ d'«B point quelconque A de cette droite, 
«Les perpcndicolaires^ic, ^'e% sur les traces mdy mé^y du plan ; ces 
lignes seront les projections d'une perpendiculaire au plan dêtél 
•^n^ StfO); et si l'on construit l'angle hkc formé par cette per^ 
pendicalaire arec la droite donnée , cet angle sera le coniplé- 
«nmtdel^angle demandé» Conduisant donc kh perpendiculaire 
8vr Ac, l'angle hkh seiu l'angle demandé. 

AM^* 2i* ProbiIu {fig* aai). Déterminer les angles formés 
par un plan iloHnéj apec lès plans de projection. 

Supposes ^ue tuff soit le plan donné. Pour construire l'angle 
formé par ce plan avec le plan horizontal, menez arbitraire- 
ment un plan vertical osa' perpendiculaire à la trace horizon- 
tale «t; as sera perpendiculaire à «t, sa' sera perpendiculaire 
à T^j et la droite qui joint dans l'espace les points ^, ^Z, sera 
perpeadicttlaife à dt ; donc l'angle que fait cette droite avec as 
est égal à l'angle du plan donné avec le plan horizontal. 

Pour construire cet angle , on fait tourner le plan asa' au- 
tour de 3a\ pour l'appliquer sur le plan vertical de projection ; 
le point a décrit dans le plan horizontal l'arc imp^ dont le cen- 
tre est 5 ; la droite qiii unissait les points, a', a, prend la po- 
sition a'p , et a'ps est égal à l'angle cherché. 

Pour construire l'angle formé par le plan t^f avec le plan 
vertical , menés a^^ perpendiculaire à itt\ ti se perpendiculaire 
k ccj-^ àe s comme centre , avec le rayon sb' , décrivez l'arc 
Vn'q ; tirez cq\ cqs sera égal à l'angle demandé. 

MO. 'ââ* ProblâMs {fg. 22*). Déterminer l*angle formé par 
deux plans donnés. 

Si, par un point quelconque, on menait deux perpendicu- 
laires à ces plans, l'angle formé par ces droites serait facile 
à construire (n^SM), et \t supplément de cet angle mesurerait 
l'inclinaison des plans donnés (n® 196). 

Mais on peut résoudre directement ce problème. En effet, 

10.. . 
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soient tiO! et dCd! les plans donnés ; construisez la projectioti 
horizontale ab de leur intersection (a^ 5l4il) ; cette intersection 
«era la droite / qui joint dans l'espace les points a, a' \ par un 
point quelconque c de a^ , concevez un plan perpendicolaire 
à / ; sa trace horizontale sera la perpendiculaire gch à ^i6 ; il 
coupera / en un point S de l'espace ; ses intersections avec les 
plans donnés seront des perpendiculaires S^, SA à /; et dans le 
triangle S^h\ l'angle opposé à la base ^h sera l'angle cher- 
ché. La question est donc réduite à construire dans sa vraie 
grandeur le triangle &§h. Pour y parvenir , on cherche la lon- 
gueur de la perpendiculaire abaissée du.sommet inconnu S sur 
la base gh. Le pied de cette perpendiculaire sera c ; car le point S 
étant sur l'intersection / dont la projection est ab^ la perpen- 
diculaire abaissée de S sur le plan horizontal , rencontre ce plan 
en un point inconnus de ab\ et se étant perpendiculaire a gh^ 
la droite Se est perpendiculaire à gh (n® 155)« Pour trouver ia 
hauteur Se du triangle ^gh^ on fait tourner le plan vertical a' ha 
autour delà verticale db^ jusqu'à ce qu'il vienne s'appliquer sur 
le plan vertical de projection ; les points, c, a, décrivent des arcs 
C7q^ afp 9 dont le centre est ^ ; l'intersection /, qui joint a'eta^ 
vient se placer sur la droite dp ; la hauteur cS du triangle Sgh 
est perpendiculaire à l'intersection / des plans donnés, car elle 
se trouve dans le plan Sgh perpendiculaire à / ; la vraie lon- 
gueur de cS est donc la perpendiculaire gr, menée de q aurdp. 

Par conséquent, si Ton prend sur la droite ^a une partie 
ciisz^qr^ et si l'on tire les droites ng^ nh , le triangle ngh sera 
la vraie grandeur du triangle Sgh^ et gnh mesurera l'angle des 
plans donnés, têd ^ dQ(ï. 

Remarque. Si l'on tire rm perpendiculaire à :r;^, et si Von 
conçoit que le plan dbp tourne autour de a'^ pour venir prendre 
la position a'ba^ les points, /), 7», ^, décriro^it dans le plan 
horizontal des arcsp/a, m^s, qzc^ dont le centre est bj la 
droite a'p s'appliquera sur l'intersection / des plans t»t\ dCd'\ 
le point r viendra en S, la perpendiculaire qrà pd coïncidera 
avec la perpendiculaire cS menée de c sur l'intersection /^ et ^ 
«era la projection horizon taie de S. 
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Les droites sg^ s%, étant les projections horizontales des 
côtes Sgf Shy du triangle Sghj si Ton prend mkzzzsg^ myzrzsh^ 
les hypoténuses, rk^ ry, seront les vraies grandeurs des côtés 
Sg'j S^, du triangle Sgh (n® 240); et par conséquent , si la 
construction a été bien faite , les droites rk j ry^ seront respec^ 
tif^ement égales aux côtés j ng j nh. 

â6i. 23* Problème {Jig* ti23). Construire un plan qui passe 
par l'intersection de deux plans donnés , et qui diçise l'angle 
quUlsJbnnent en deux parties égales • 

Si les deux plans donnés sonttat^ dCd'j le plan cherché P, de« 
vaut passer par Tintersection des plans donnés , les traces du 
plan P passeront parles points, a, a\ ou cette intersection ren- 
contre les plans de projection. On connaît donc un point de 
chacune des traces du plan cherché. Or , ces traces doivent passer 
par unmêikie point de la ligne de terre ; il suffît donc de trouver 
un autre point de Tune des traces du plan cherché. Pour dé ter- 
miner un point de la trace horizontale, on construit d'abord , 
sur le plan horizontal /l'angle gnh formé par les plans donnés, 
(n^ 260). Si le plan cherché P était mené, le plan conduit par 
gh perpendiculairement à l'intersection h des plans donnés, 
couperait le plan P suivant une droite qui diviserait en deux 
parties égales l'angle gnh des plans donnés ; par conséquent, 
pour trouver le point où cette droite rencontre le plan hori- 
zontal, il suffit de tirer pat: n une droite qui divise Tangle 
connu gnh en deux parties égales -, le point A: où cette droite ren- 
contre g/» est le point cherché. Mais, cette droite estdans le plan 
cherché; k est donc unpoint de la trace horizontale de ce plan; 
or, a est un point de la même trace*, la droite aky est donc la 
trace horizontale du^plan demandé. Les points, y, a', apparte- 
nant à^liSfc trace verticale de ce plan, cette trace est la droite ya^ 

Rehaeque. Si les angles formés par le plan cherché avec les 
deUx plans donnés , devaient être dans un rapport donné , il 
suffirait de mener la droite nk de manière qu'elle divisât l'an-^ 
f^te connu gnh dans le rapport donné. Le reste de la construc-^ 
iloii serait le même. 
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§ IV. Plus courte distance de deux droites^ 

9d8. a4* PBOBLènE (Jîg. aa4)« Construire la plus courte 
distance entre deux droites Ij tjçui ne sont pas situées dans un 
même plan. 

Il suffit d'appliquer la mëtliode des projections à la solution 
qui a ëtéindiquée dans le n9 166. Soient donc, ab , ab'^y les pro- 
jections de /, e t cdj dd\ celles'de V ; on mène par un point quel- 
conque (0,0') de / , une parallèle V kV \ soient g^, ^/, les pro- 
jections de L'. On lait passer un plan P par les droites /, L'; pour 
construire les traces de ce plan , on détermine les poêata 6, gy 
â^p\ où les lignes /, L\ rencontnent ks plans de projection \ 
les droites ^«^ u'â^, sont les traces du plan P. On obtiendiait 
la longueur de la plus courte distance demandée ^ en abaissant 
une perpendiculaire Y au pWn P, par un point quelconque de/» 
Mais afin de simplifier ^ ou mène la perpendiculaire P' par le 
point (c, c') où la droite V rencontre le plan horizontal ; de cette 
manière y les projections de la perpendiculaire P' sont les lignes 
ce^ c'e\ respectivement perpendiculaires aux traces tih^ mu\ixk 
plan P ; et la construction du u^ 247 sert à déterminer le point 
(ft, !(') où la perpendiculaire P'reaoooUie le plan P. Par le point 
(h^ K) on tire une parallèle à la droite /% et Ton construit le 
point (Ar, Ai') où cette parallèle rencontre la ligne l\ enfin , par 
le point <A:, V) on mène une parallèle à la perpendiculaire V 
au plan P ; les projections de cette parallèle s'obtiennent en ti- 
rant des parallèles Ai, ki'\ aux projections ec^e'c\ de la perpen« 
diculaire P^^les droites Ai, A:Y, senties projections de la plus 
courte distance demandée, et l'on construit sa vraie grandeur 
k'p , comme il a été indiqué (n^ 840). 

Quand la construction a été faite avec exaaitude^ la droite li^ 
est perpendiculaire sur ^ ( n® 23^ ). 

BxMARQf^. Si les deux droitesdonnées, /, /', étaient parallèles 
en menant par nn point quelconque de /, une parallèle \J â l\ 
les droites /, L', se confondraient; le plan P conduit par les deux 
lignes /; L', resterait donc indéterminé, et la constructiou in- 
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Jtk^uéû serait en défaut. La plus courte distance deyiendrait 
miion ]a perpendicahiire menée snr ISine des droites données , 
par un point quelconque de l'autre dnrf te. 

S y. De la Sphère inscrite et cifvonscrite. 

• » • 

M5. afi^ PtoaiiMB. /nscrlhff une êplkèredatu una pyramide 
.triangulaire. 

Le centre 4e la sphère d^sMndée doit être & légales diatancos 
des quatre faces 4e 1$ pyramide ; <e point sera donc à Tintei^ 
section des plans qui dÂyisent en deux partiea é|^es les angles 
dièdrçs de ces fnoes (n^ SM)« Il suffit d'employer trois de cea 
j>Ians; mais il ne. faut pas qu'ils passent par les arêtes, qui 
.partent d'ua même sommet , car ils se couperaient , non pas en 
hh point, mais suivant «ne ligne droite. 

Voici dooc les constructions qu'il faut eftctner. Les quatre 
sommets de la pyramide étant connus, on détermine les plua 
qui passent par ces points pris trois à trois (n^ Mtf)f les arêtes 
de la pyramide sont les droites qui joignent les aommeta; par 
ces droites, on mène desplansqui dÎTisentendeux parties égale» 
les angles formés parles faces de la pyramide (n^MI) ; on cber- 
clie le point d'intersection de ces plans (n^ Stf ) ; ce qui déter*» 
mine le centre de la sphère demandée. Construisant la longueur 
de la perpendiculaire menée du centre de la sphère sur l'une 
quelconque des faces de la pyramide (n^^ %1SÙ), cette longuesur 
sera le rayon de la sphère inscrite demandée. 

Pour simplifier cette construction, prenes la base ABC 
{fig. 2$^) de la pyramide pour le plan horiamital de projection'. 
Supposes que d et d' représentent les projections du sommet I> 
de la pyramide ; tirez les perpendiculaires AA%BB% C(7, à xjr^ 
les droites 4fA% dfV^ dC^ seront les projeetioasTerticales des 
arêtes qui aboutissent au sommet D. Supposes le problème ré-^ 
solu, et désignez parO (*) le centre de la sphère inscrite; vous 



(*) On doit comprendre qu'il s^agit ici de lignes situées dans Tespaec^ek 
«ine sont pas représentées sur la figure. 
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pourrez cpnsidérer le point comme le sommet d'une seconde 
pyramide OABCdootU ba^c^ est ABC; U section de cette pyi^ 
mide par un plan horizoptal quelconque x y' % sera un triangle 
dont les côte's seront respectivement parallèles aux côtés de la 
base ABC; les projections horizontales de ces côtés seront donc 
des parallèles ah, acy bc, à AB, A€, BG. Si ces projections étaient 
connues, le problème serait résolu , car les droites Aa, B^ Ce, 
prolongées , étant les projections horizontales des arêtes de là 
pyramide OABG, se couperaient en un point o^qui serait la pro- 
jection horizontale du centre de la sphère inscrite ; conduî- 
sant des perpendiculaires aa\ hb\ cc\ à xjr, les points a', h' f c\ 
où ces perpendiculaires rencontreraient ia droite ctfj^j seraient 
les projections rerticales des points 4, 6 , c; les droites k'a\ 
'Sb'f Gc\ prolongées, seraient les projections verticales des 
arêtes de la pyramide OABG ; ces trois projections se coupe- 
raient donc en un point o\ qui serait la projection verticale 
du centre Ode le sphère inscrite. 

La question est donc réduite à construire le triangle abc» 
Pour déterminer le côté bc , on mènera par le sommet D un 
plan vertical perpendiculaire à BG ; ce plan coupera les plans 
-ABC , OBG , DBG , suivant trois droites perpendiculaires à l'in- 
tersection BG des trois plans ; la première , sera la perpendicu- 
laidre ciË. à BG ; la deuxième , qui passera par Ë , rencontrera le 
plaiî horizontal xy en un certain point N que nous allons déter- 
miner, et dont la projection horizontale n appartiendra au côté bc 
demandé; enfin, la troisième droite sera DE. Les angles formés 
'|>ar les droites DE, NE, -avec <2ë, mesureront les inclinaisons des 
.plans DB€, OBG, sur le plan horizontal. L'intersection DE sera 
Thy poténuse d'un triangle rectangle dont les deux côtés de l'an - 
gle droit sont Drfriac^'p et^E. Prenant/>E'=dE, et joigûant âJYI^ 
J'angle d'^^p mesurera l'angle que le plan DBG forme avec le 
-plan horizontal. Tirant donc une droite E'L' qui divise l'angle 
4lR'p en deux parties égales, et concevant que l'on transporte le 
triangle d'pEI de manière que les côtés d'p^ pE\ coïncident avec 
les côtés Dr/, dE, les droites d'E\ L'E', deviendront les inter- 
sections du plan vertical D^E.avcc les faces DBG; OBG ^ desocte 
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que pour Ironvcff la projection liorisonule n dû pplnt N , où la 
droite E'L( (ainsi Uranq[>ortée) rencontre le plan Jiorizontal oiy'^ 
il suffit de tirer la perpendiculaire kW à vy^ et de prendre 
K» z^Wk'. Menant donc par le point n une parallMe ^ à BG , 
cette parallèle aéra la projection hocizonlale de rintersection 
du plan x'y avec le face OBG de la pyramide OâB€. 

On construira delà même manière lesprojections, ba^ aCy des 
intersections du plan x^avecles deux autres faces QAB,OAG, 
de la pyramide OABG. 

Le triangle abc étant construit, on obtiendra , comme on Fa 
expliqué, les projections, o, o\ du centre O de la sphère ins- 
crite; et si la construction est bien faite, la droite oo' devra être 
perpendiculaire à xj (n^SSiS), 

Pour déterminer la longueur du rayon de la sphère inscrite 
dans la pyramide DA6G, on observe que cette sphère est tan-> 
geiite au plan horizontal, et que!, par conséquent, son rayon est 
égal en longueur à la perpendiculaire o'm abaissée de d sur xy, 

S64. 26' PnoBLÈME.(y?g^, 226). Circonscrire une sphère aune 
pjramide triangulaire. 

La surface de la sphère devant passer par les quatre sommets 
de la pyramide, le oijentre de la sphère cherchée doit être à 
^ales distances de ces quatre sommets ; il sera donc déterminé 
par l'intersection de trois plans perpendiculairessur les milieux 
de trois arêtes (n® 204). On doit seulement éviter de prendre 
trois arêtes situées dans une même face , car a).ors les trois plans 
perpendiculaires se couperaient suivant une ligne droite pysr- 
jpendiculaire au plan de ces arètes« 

Les constructions indiquées sont d'ailleurs faciles à:exécuter. 

En effet, les protections des arêtes étant données, les points 
milieux de ces projections seront les protections des milieux des 
arêtes ; on pourra construira les traces des plans qui passent par 
ces roilieux^et qui sont perpendiculaires aux arêtes (n® 961) ; on 
en déduira les projections du point d'int^section de ces plans 
(ri^ 245). Ces projections seront celles du centre de la sphère 
demandée; et sï Ton construit dans sa vraie grandeur la dis- 
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tance de ce point à Ton qaekonqae des lontmets de U pyra«^ 
mide^ on aura le rayon de la Bphère circonscrite à la pyramide. 
Le problème sera donc conplétement rësolu. 

La construction défient pins simple lon^jn^on peta disposer 
des plana de projectùm. Dans ce cas , prenet pour plan hori- 
zontal de projection celm qui passe par trois sotnmeis A, B, C 
(/fg. aaS) de la pyramide ; choisisscE poar plan vertical de 
projection un plan perpendiculaire à la base ABC de la pyra- 
mide , et parallèle à la droite AD qui joint le point A au qua^ 
trième sommet D de la pyramide ; les projections, d^ ^, du som- 
met D seront telles qne la projection horizontale Kd de la 
droite AD sera parallèle à la ligne de terre xy» et les points 
A, B, G y étant dans le plan horizontal , les projections verti» 
cales de ces points seront les pieds A', B', G', des perpendi- 
calaires menées de A, B,G, sur ay. Par les milieux ni, n, 
des arêtes AC, AB, menez des plans perpendiculaires i ces 
arêtes ; les traces horizontales de ces plans seront des perpen- 
diculaires mg^ nfy aux lignes AG, AB; et l'intersection de ces 
plans verticaux sera une verticale Y qui passera par le point de 
rencontre 5 des droites mgy nf\ la projection horizontale de 
cette intersection sem donc s ; et en tirant^/V perpendiculaire 
sur acy^ la projection verticale de Y sera re\ Chaque point de la 
verticale Y est également distant des trois sommets A, B, C, 
et il n'y a que les points de cette droite qui jouissent de 
cette propriété ; le centre de la sphère demandée est donc 
sur cette verticale ; ainsi , le point s est la projection hori- 
zcmtale du centre S de la sphère inscrite demandée, et la pro- 
jection verticale du centre S est snr la verticale r&'. La droite ^ 
menée du point A au sommet D, étant parallèle au plan ver- 
tical, si, par le milieu de cette droite, on mène un plan P per- 
pendiculaire à cette droite, ce plan sera perpendiculaire au plati 
vertical de projection; sa trace verticale gk' sera perpendicu- 
laire sur le milieu o' de la projection A^^ de AD; et Tintersec»^ 
tion s' des droites r&% g^'/r', sera la projection verticale de l'in- 
tersection du plan P avec la verticale Y qui passe par s. Ainsi , 
les points, 5, 5', sont les projections du centre S de la sphère de* 
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mandée» Les droites s^A.% sA, étant les {MrojectioBS d^un rayon 
de la spbèra, si l'on prend rpsssA, Vhyfoiémvàe s'p sera la 
vrmm grandeur du rayon de la s^ère circonseiite* 

Les projections de tous les points sîuiés dans Vintérleitr de 
la sphève circonscrite éont donc comprises dans les cercles àé^ 
crits des points ^SjS^y comme centres , avec le rayon ê'p, 

§ VI, Construction de la Pjramide triangulaire^ 

S6tf • Soit un angle solide triple S (/ig» 227) , formé par trois 
angles plans BSC, GSÂ, ASB; désignons ces angles plans par 
af bf Cj et représentons par « , (, y\ les angles dièdres respec- 
tivement opposés aux angles plans a^ h ^ c; l'angle dièdre « , 
formé parles plans ASB, ASC, sera opposé à l'angle plan 
BSC = a ; l'angle dièdre C , formé par les plans BSA, BSG, 
sera opposé à l'angle plan ASC r= 6; et entln Tangle dièdre y, 
formé par les plans CSA, CSB, sera opposé à l'angle plan 
ASB = c. 

On emploie quelquefois le nom àepj-ramide, pour désigner 
Vangle solide tripie ^ celui AeJaceSj pour désigner les angles 
plans ^ et celai à* angles j pour désigner les angles dièdres. 

SG6. Lorsqu'on connaît trois des six quantités j ùl^ Q, y, a> 
b»ù,la recherche des trois autres parties conduit à six qucs'^ 
tiens différentes ^ car les trois parties données peut^ent être une 
des six combinaisons suivantes 2 

i<*. Lestrois/aceSjaj b, c/ «?. deus^faces, c, b, et Vangtecom- 
pris fry 3", deux/aces^ Cj b,et Vangle Q opposé à l'une d'çliesf 
t^. les trois angles j «> C, yi 5®. deux angles, y, Ç, et la/ace ait^ 
/acentej a$&*. deux angles y, C, et laface b opposée à Vangle C« 

Les propriétés de la pyramide supplémentaire (n^ Wt) four* 
nifisent le moyen de «amener les trois derniers cas aux trois 
premiers; car les faces a\ b\ c' , delà pyramide supplémen* 
taire sont les supplémens des angles et, C, y, de la pyramide 
SABCy et les angles «l^ C, y\ de la pyramide supplémentaire 
sont lejB sup})lémens des faces a, 6 , c , de la pyramide SA6C. 

Par exemple , lorsqu'on saura construire une pyramide au 
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moyen de ses trois faces, il sera facile de résoudre le cas où 
les trois angles «», C, y , seront donn^; car les supplémens 
200* — rt, aoo*— C, 200*— y, des trois angles donnés , seront 
les faces cl , b\ c\ delà pyramide supplémentaire; connaissant 
les faces a\ b\ c'y de la pyramide supplémentaire , on pourra 
construire les angles «% C^ y% de cette pyramide; et ensuite^ 
les supplémens 200" — a', 200 • — C, 200*^ y', des angles «', 
Cy y\ exprimeront les faces inconnues a, h^ c, de la pyramide 
demandée. 

Il suffit donc de faire voir comment on peut construire une 
pyramide dans les trois premiers cas. 

Nous exécuterons toutes les constructions sur Le plan de 
l'angle donné ASB = c ; nous supposerons que ce plan est ho^ 
rizontal ; quand nous parlerons du plan horizontal j il s*agira 
toujours du plan ÂSB sur lequel on trsbce V épure ^ Selon qu'un 
arc de cercle sera situé dans un plan horizontal o\x vertical , 
nous dirons que cet arc est horizontal ou inertie al ^ toutes les 
lignes tracées sur le plan horizontal seront en ligues pleines* 
Les lignes situées hors du plan horizontal, seront j9o/ic^^/^^5; 
il ne faudra jamais les marquer sur les épures , elles ne servie 
ront qu'à faciliter l'intelligence des démonstrations. 

267. 27® Paobleue (Jig.2%8). Connaissant les trois angles 
plans j aj b, -c^ qiiifqrment un angle solide triple S, construire 
les trois angles dièdres et, Q, y j, formés par ces angles plans. 

Pour construire les angles dièdres « , C , formés par les plans 
CSâ , CSB , avec le plan horizontal ASB,- nous ferons tournes 
les plans CSA, GSB^ autour des arêtes SA, SB, pour les ra- 
l>attre sur le plan horizontal de la face ASB ; les vraies gran- 
deurs des angles plans ASC, BSC, étant & et a, on obtiendra 
le rabattement des faces ASC, BSC, en tirant dans le- plan ho- 
rizontal des droites SD, SE, sous les angles connus ASD = by 
BSË=£n. Si l'on prend sur les lignes SD, SE, deux points quel*- 
couqucs/î/', également dislans de S, ou pourra regarder 
ces deux points comme les rabaltemeus sur le plan horizon t^^ 
d'un même point F de i'arète SC. 
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. On obtiendra la projection horbontale du point F, en con- 
cevant que les faces ASD, BSE, toament autour des arêtes SA, 
SB, pour reprendre leurs positions primitives ASC, ESC. En 
effetf tirez des perpendiculaires^', f'g\ aux arêtes SA, SB; 
dans la rotation indiquée, les àroiiesfgj/^g'j restant constam- 
ment perpeudiculaires aux arêtes SA, SB, les pointsy^y , de-» 
criront des arcs de cercle situes dans des plans verticaux res- 
pectivement perpendiculaires aux arêtes SA, SB; les traces 
horizontales de ces plans étant les droïtesfd^f^d^ menées dans 
le plan horizontal perpendiculairement aux arêtes SA, SB, les 
projections horizontales des arcs décrits par y ety*^, sont sur les 
droites Jdyf'd'; et par conséquent , lorsque les points y, y% se- 
ront réunis en F, leur projection horizontale sera l'interaec- 
tion P des droites fdyf'd\ 

Cela posé : concevez qu'on tire dans l'espace les droites FP, 
Fg- , Fgr' î les triangles FPg:, FPgr', seront rectangles en P. 

Les droites Fg^, g'P, situées dans les plans ASC, ASB, étant 
perpendiculaires sur l'intersection AS de ces plans, l'angle Fg^P 
(pris dans sa vraie grandeur), est la mesure de l'angle dièdre « 
formé par les plans ASC^ ASB. 

Par une raison semblable, la vraie grandeur de l'angle F^'P 
est la mesure de l'angle dièdre ff, formé par les plans BSC, BSA. 

La détermination des angles inconnus «, C, se réduit donc 
à construire les triangles rectangles FPg^, FPg^', dans leur vraie 
grandeur. 

Or, dans le triangle FPg^, rectangle en P» on connaît le côté 
Pgrde l'angle droit; et la vraie grandeur de l'hypoténuse ^F est 
gf, car dans la rotation de la face ASD autour de AS, la dis- 
tance de^à g reste constante. Si Ton conçoit donc que le triangle 
FPg tourne autour du cdté Pg*, pour venir se rabattre sur le 
plan horizontal ASB, le sommet F viendra se placer sur laper* 
pendiculairePGà Vgy menée dans le plan horizontal ; et la vraie 
grandeur de l'hypoténuse grF étant g/*, l'arc horizontal décrit 
de g comme centre avec le rayon g/) coupera PG en un point k , 
qui sera le rabattement du sommet F \ de sorte qu'en tirant. A^g^, 
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Tangle kg? aéra 1» Traie grandeur de Taagle dièdre «, forme 
par les plans ASC, ASB. 

De même f pour troi&irer la Traie grandeur C de l'angle dièdre 
formé parles plans £SC, BSk, on tire dans le plan borisuinlal 
la perpendiculaire PG' à P^' ; on décrit un arc horisontal de g' 
comme centre aTCC le rayon ^f', cet arc coupe PG' en un 
point k'; et en tirant k^g^, l'angle k'g'J? est égal à l'angle C 
demandé. 

Pour conatruire l'angle y formé par les plans CSA , CSB , on 
obserre que si l'on menait par le point F un plan perpendicu- 
laire à l'intersection OS des plans CSA i CSB, il cou|}erait ces 
deux derniers plans suiTSnt des droites Fp, F/>% perpendicu" 
laires à SF y qui formeraimt entre elles l'angle y demandé 
(n* 174) ; et comme les droites Sf^^Sf^ sont les deux rabatte- 
mens de SF sur le plan horizontal, on obtiendra les points in- 
connus, /»,/>', en tirant par/ct/' des perpendiculaires aux arêtes 
SD, SE; ces perpendiculaires rencontreront SA et SB, aux 
points/), /)% demandés. Les droiiesfpyf^p'f étant les Traies 
grandeurs des côtés F/7, Fp', du triangle Fpp\ dont la base />/»' 
est dans le plan horizontal^ si l'on conçoit que ce triangle 
tourne autour de sa base pp' pour venir se rabattre sur le plan 
horizontal , on obtiendra le rabattement F du sommet F, en 
décriTant dans le plan horizontal , des arcs de p et p' comme 
centres, avec les rayons^/»/*, />[/*'; ces arcs se couperont au point 
F^ demandé ; et en tirant les lignes F^p, Fp\ le triangle F'/)/?', 
sera le rabattement du triangle Fpp' sur le plan horizontal. 
L'angle />F/i' sera donc égal à l'angle y demandé. 

Quand la construction a été bien faite: i*'. les droites Vk, 
Wj doivent être de mcme longueur, car chacune d'elles repré- 
sente la Traie grandeur de la verticale FP. 

2*. La droite SP étant la projection horizontale de la droite 
SF qui est perpendiculaire au plan F/?/)', le prolongement PZ 
de SP doit être perpendiculaire à la trace horizontale pp'^ du 
plan F/p' (n« 257). 

3^. La diroite PZ étant perpendiculaire à la basepp^ du triangle 
Fpp'y dont le sommet F est projeté en P, quand ce triangle 
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tourne autour de sa btMpp^ pour tenir te rabattre sur leplau 
liorizontal, le tommetF se meut dans le plan fertkal mené par 
FP perpendiculairement à pp' ; la trace horizontale de ce plan 
yertical étant la perpendicttlaire ¥Zkpp% le point F' on s'eut 
rabattu le sommet F^ doit se trouver sur la droite FZ. 

S68 D'après ce qui précède , pour construire IVpz/r^ qui sert 
à déterminer les angles inconnus^ «^ C, y, sur le plan de la face 
opposée à l'angle y I tirez dans ce plan (qui est supposé bori- 
Eontal) des droites SD, SA, SB, SE (Jig' ^^)% qui forment 
entre elles les angles donnés DSA =s£^ ASBasc, BS£ as a. 

Par deux pointsy*,/^, pris sur SD et SE, à égales distances de 
S, menez des perpendiculaires y£(,/^£(', aux droites SA, SB, 
et de leur intersection P, tirez dans le plan horizontal des per<* 
pendiculaires PG, Pâ\ aux lignes Pg, P^'^ décrives des arcs 
horizontaux de g et g' comme centres, avec les rayons gf^ g'f'x 
ces arcs couperont PG et PG' en des points Ar, k' \ et en tirant 
les hypoténuses %, Vg', les angles ^gP, Ar'^P, seront respect 
tivement égaux aux angles cherchés ce, ff. 

Enfin , pour trouver l'angle y, tirez des perpendiculaires^, 

f^p^ aux droites SD^ SE; décrivez des arcs horizontaux dep etp' 

comme centres, avec les rayons jo/, pf\ ces arcs se couperont 

en un point F'; conduisez les droites F'/>, Wp' \ l'angle pY*p 

sera égal à l'angle y demandé. 

Quand la construction a été bien exécutée, les droites P^, 
PA:', sont de même longueur ; la droite SPZ est perpendiculaire à 
la hasepp' du triangle ^'pp\ etlesommet F est sur la droiteSPZ. 

Pour que cette construction réussisse, il faut que les arcs dé- 
crits de g et g^ comme centres, avec les rayons g/*, g[f\ cou- 
pent les perpendiculaires PG, PG% aux droites Vgy IPg'; ce qui 
exige que ces rayons soient respectivement plus grands que gP 
et que g'V» Nous allons faire voir que ces deux conditions ont 
toujours lieu quand les trois angles plans donnés peuvent fort- 
mer un angle solide triple. 

M9. Dan9 tout angle solide triple, le plus grand des (rois 
angles plans est moindre que la somme des deux autres (n* 1 9ô) , 
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et la somme de ces trots angles plans est moindre que quatre 
angles droits (n® £94). Nous allons faire voir que quand les 
trois angles plans donnés, a y b, c, satisfont à ces deux con- 
ditions j la pyramide existe toujours. 

Soit ASB = c (Jig. a3o) le plus grand des angles plans a^ 
bfC y on aura y par hypothèse ^ 

(i).,.. c<^a ^ b j a -4- è + c < 4^0**. 

Tirez dans le plan horizontal ASB, des droites SD, SE, sous 
lés angles ASD sss b , BS£ = a. Il s'agit de faire voir que si les 
angles a, b^ c, satisfaisant aux inégalités (i), on fait tourner 
les angles plans ASD, BSE, autour des arêtes SA, SB, les lignes 
SD, SE, viendront se réunir en une seule droite SG située hors 
du plan de la face ASB. 

Décrivez un arc de cercle dans le plan DSE^ de S comme 
centre avec un rayon arbitraire ; cet arc coupera les arêtes SD, 
SA, SB, SE, en des points,/, r, t,/'; ef comme les arcs ^r, 
rty if'j peuvent servir de mesure aux angles plans , by ^9 ^7 
on aura 

rf<rt, tf<:rt, rt <rf+tf , fr + rt + tf <:^oo\ 

Prenez Tare rr '=:rf\ le point / tombera sur Tare rt^ entre 
r et f ; la corde fgr' sera perpendiculaire au rayon Sr, et g* sera 
le milieu de cette corde. 

L'inégalité, rt<Crf+t/'y revient à 

rt<:^rr' + tf ', d'où tf>rt — ri^, tf'>^r. 

D'ailleurs, ^' -<[ fr. Prenant donc l'arc «' =b {/^, le point f' 
tombera entre r' et r. La corde f^t' perpendiculaire à SB, ren- 
contrera donc la corde^r^ en un point P, qui sera situé dans l'in- 
térieur du cercle décrit de S comme centre avec le rayon. Sf. 
On a donc, 

^^'>ê'P, g'^>ë'^i ce qui i-CTient à tf> 8^, ë'f> ê^- 

Cela posé 2 pour construire une pyramide apec les trois angles 
plans DS A = ^ , ASB = c ^ BSË = a , concevez qu'on mène 
par le point P une perpendiculaire indéfinie PV au plan bori- 
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uM^AfiB ; eiMllt limier le flM /^ 
\ç pfwt /4^c«i£9f un arif.de io^tfi\p f^it^é rfanf le. plti^ verii^ 
ca^ y?g y pei:pe0di,çulftîreà 54- ie dis qiie cet«,c€ 09uper^ ih^, 
oesMiremen^ la verticale PV e« un .p<^ii||L F/filt||4]^«rf 4a, 
plan ASB ; car son centre. e$t g, ef ^'on vient d^ déiiiAn#rer 
que Bon rayon ^est plus grand que la distance çP du point g 
à lavdlicaJèPV. ; ^ .' * 

La droite SF n'^tAnt pas dand le plah ASS ^ Te^ droites SA ,' 
SB, SF, aoht ks arêtes d'iÀi angle solide triplé»' dont dent' 
des angles plans sont ASB =± i? , AS^ss A Sfdi& 5 . 

Il ne resté *di»tic qu^à Arifre voii^ qtie'ia v(*aie-graii()ectr du 
trolitènie angle {iltfn è'SBest Tàngle S$B. Ot<; FP est ^rpendi- 
cùlalvc te plan ASB^ et P;' és« i^eireudieiilèîre à ISB; la* 
droite F^' j&sl donc perpendicalaifre svr SB (b^ ISS); Le^ triant' 
gl«iFg^,/^gr'S) sont égaux; car ils ont nnafargle droit eir^% 
le côHég'Seitcomtriuft, etl*tiypdtiénu»eflSiii/B*iy^^. L^anglé 
FSgr' est donc effectivement égal ê/'S^ ) dé^brte qu^'Pangle 
sdKde, ainsi ténalrui^, est Ibrthé par les trois angles phns 
donnés t>Sk 2=5 ér, ASB«c , BSB^ks-^'. • « , . 

Dans cis «as, la eatiAtrnciion qui al ëié^iridl^uée (it^lieO); 
pour trouver les angles dièdres * . C , ne sera jamais en défaut ; 
oar les droïtiîs gf^g'f^ ifig^ ^ï»g ) étant respeetf veulent pkra 
grandes ^é gP ei jg^P, les ares décrite des peints g, ^^ tofnine 
treittresavec les raybiis gf ) 0\ couperont •cônj ours les perpén-) 
diculaires P6, PB', aUx droite* P^', ^^r^ les-rfhfgle^ Jt^F-j 
A^g^'P, é]tpi*linèMMt4es angles diëdres «, C - *' ' 

Lorsque léS<trpiliUngles p4«rns donaëvue salfslbhtpa^ au)é 
inégalité il) (page r6e) ^- lia ne peuv^iMi pas feirrtier un «ngli^ 
solide ttiplé'; W atts décrits déspoints^f , ^^ jcoiiiMeetiitim; 
aveie ^*ntfcfm ^fy g'f y n^eoupeAPpliis Wdre^téé FG", PG- > 
ceqnifiltdiqàe l^iiAftossiMIilé'd^ pmdlèinéfh^opoiié. ' ' \ "«> 

pGur.n^ld^fi HH^ [ftns!^ .f .4 ^'^KV^'ao^ (iC.9W).^fiar lea^ewi 

vAléa ds.l'aagk.^ , %^%1 a'a^ilrde réduiiief à.riiiDrM^ny fcunifui 

avec la verticale un adgie solide triple vi)a|is*JW<|UAlJe«.lrpia 

R. Géoméirie. ^ li 
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fjitê wtHcêiiié y; 'V'; ^Meien t6té$ âé Vàn^fe 9 lihA irrec'la 
▼ertîtele. On émi^truiVa Tangue AVtArt'^ formé par let'cfeiix 
|ilâtit yertteàlfx qài conUeiiitetit lès deuk ifôtiés Uérari^fe 9 
(h^ MS), et Tangtè 9' sera l'angle 9 Vëda!t Ik llioniioii. 

1171/ 28* PaoBLàui (Jig. 23 1). Connaissant k€9 deuçe 4»t^lf s 
plifns sfii c, si l*attgj{e dièdre ^fonptf^par fe^, plans, dç ^es 
defAX angles , construire, te troisi^e ^i^tg/e pUffi ^ a , H /«« 
deux autres aû^es dièdres ^Çt yn^ * , 

ses que.cei aiigh >pit tf««^ 4av^ lepliA ^oiiKoniaUax kqpel 
ça veut px4€Viter, la conaifruaion. C^i^cetM «luci TauU'e.aMgle. 
pUg» io^^éJ iriouriieamtautC 4« rh/^MMM^taiW S4» pour mjAr 
iMavrç si^r Mpkm l^q^îi^ff^ud A$(),; voust obtiendrez içrabMiQ* 
ineoV^ <9Çt angle^ eiLt^rant daas If plan Uoi i^^i^^ »oe 4mie 
SPsoi|srafig|eeooou ASDs^^. , . , . .. 
^ Si la ^c^ ASO ^iii;|ie/a^t<mr ^ff VAirèM^;{H^ pviup iraprefidre 
sa position primitive ASÇ..,.^kn.p<|int <|ue|j^9nc)ve//Aç |a ilfiçk^. 
SQt «décrirai U^ afc veirûçal (lapt.le.ri||ion^ fera.la p^r^mii- 
cMl^ûre/g ^ Sk/i»eit,rtM»t )e cea^^eeecA.^; la.pr^iîectiffOihiMrî- 
V^^iak.ck c;^^^^:S^fa]«^Mr (a pffpeo«ticulaire/iià S^^ fi eqfia ,. 
quaml/^sera pacvifUja e» ^t^ poîai E* de l'airète $0, la d|ioite %» 
pa^ndicttUire à .^1 U99^f^vfiç gd un angle ¥^.^ quit mena-r- 
féfa' raaglfrdièflre, « d^ fa<»î« ASÇ; A$9 .(a« iT4(), .... ; 

Concevez que le pla» J,^.f(le l'ange ^ -^ :UMi4'ne «aiMtto|if du 
^ié hfiXifani^i^^fiP^mi^ raibadlre Mlffle pUn a4^; . vQus 
^ibi^daef }t^ imhajit/epp^Ai 4f r«aM'ç câlf ^rF de IWiflif m ^ fin 

dgh^^^i ^%^vmn^%A9Xk%^^mmf«mmu U.4istoiicftd«i4¥fti»iF 

au point 6.«s^»»i(fplfi.r8«.if â /^>, A'uM.borUAtital ;décri^ /i^e g 
comme centre avec le rayon connu gf^ coupera gh en un 
poittt i^, qtti <^érài«'Vàbâ^eiiieM db point F âii^ te pliin<Wé^ri. 
aélWàh '<1^'<<^^^1^'<^ àèâbsiinl ta perpèbdi«(ilàl^e')H»^à'^^^ 
le {Mlkii P'Ae«à'le pied de la perpt^ifrt:MéAf&aWiil»éê^d« ¥%mt 
kphniibriJo^tsrt'ASaJ :•»' '' f'»' ' "• »J ^ • * -' ' v; 
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, CM* p^t'p0H0comtmint là vraie graMéeuifdu tnÊisi^ème 
angle plan JKSB, .ootK«v^fci4[ilt le. plan FSB touni« atU^UB 
de Vaiètefxe SB^ pour venir se rabattre iur le plan botitiàii* 
teA^ le porati F restera dans t^.platk.perpeBdicula&re à^Rmenë 
par la vertieale EP ; ce poiatsé rabattra dopa $Qr Ikperpendi* 
culalre Pr à SB ; mais la flulanca du potik Saupaînt F «tste 
conatammanloégale â.S^^ leaabalteaÉentdeFdoitdoac aussi 
ae. troùTcr ^Mff Fara borUontal décrit daS 'coomia centre avec 
loTayondannu ^; lepoiat/'^ où aBtarc:caiipe P/^.est donc le 
r^batieinerit dii potknifaur leplan Inm^ntal; et parcoiiseqQea t, 
aîl'on Aire ladcàl te^E, elle déterminera la vrai^ {>naiidf ur ESBi 
cUidroieiiiaerangln plen, a^ de l'angle foUde.tcipleiproposé. a 
Ainsi ; ponr oonéêmire la irt^ième face de.l'à/^^ so^iÂép 
tri pie , il suffit de mener, dans'Op plan Itavisonlal, trots» 
dvoites SA, SB» SO (/g« sS^)^ qui fonnciifl entre elles lea 
an{]^1es donnés , ASB r= c , ASD = ^ ; par ua point ^p«clooiiq«e f 
de SD 9 M tkmXk perpendîcn;laii«!^ è SA. ; da pqinl'^ s oàfd 
coupe SAy on «oadait^ 'dans iephui AiSB^ la droite ghy sous 
VWtigle daiàiédgàiéaim; dupoi^t jg «DoatUie.icetitra^ area.kij 
isayoïf ^v^^ déctii wa are ImiaenAat qnleoope'gftep i^ ; .oit' 
tira la perpeudidalaire kP ^JSt, e< la perpeadioilitire W: à SB ; 
l!aic borisènial décrii de S çoaune céétM ay ec le rayon i^,. 
covpe la ligne 9t en un paJAl/"; et.ên tiipalla d«alte££^ par'. 
I»8 poiata conoas, ^i/% an'oblÂentla iaceCSB.danfiaQd^|.dA 
sorte que l'angle £%ms 41. . j ;. ... • ■:.•>:;;.' J ."A 

- iCéHe.coÊ^(ni€lMndé(ei^i»effafouJ^tu^lu iMeièmeJuee'tte 
lailpyrfimddfj ^fuellfStqiya.s^taL leaidennévéyé'y c, «^£ticé> 
e0eft> la pyrainidet existe «otiîcfiirB;; car^ pourljs copsIrMifey.ilq 
s«fit de tnifef idao^i an plan, deps angie^: ASfiacecy ASIH ss^n 
(^Jigi ^3at)i eli de /ooaooMroiif 'qi«e I^: fe^c A5B> reMaAt dmtii^i 
Tiatse (àce'iASP'tomtne aolonr idei: AS» juiqu^à :ce/qn'b}lai 
fiaiine Taagle dfèdta )a ayiée le plbn ASB» . ' . 

. Conaaisiiant les trais angles plans. ^ y 6, r, 4e l'angle iè2i de 
triple proposé^ ces angles plana sa tisfeirootaécessaireiaettt «lux ' 
indQelit^av* " ' •'.'.•'•>■ '' '...••..: ..,. >>..î 

. -a^Aî+'Ct ^.^d^+'Cj r<:Jtt+t, a+*-f»c.<riJaa*yii.i » 
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et emmtto wk^^énnumn. fectknietit 'k» d«ir'aiigkfK;illUèes 
roconnutif, r» pM* la méthode indiquée (u"* KM). 
> sn. 39*' Pbobléiie (fig* 2^3). Connaissant deUxangUB 
plana ^b^Ci d'un angle solide triple, et i'wtgie dièdre C.oppdeé 
à l'angle plan j bj conetrmhe le trcHsième angle fdamj « > «t 
les deux anires angles dièdres j'»j tyj 

^ le (roisième -angle phin a était coftttu, en iToUTendtfaci^ 
hment lé» de«x autreâanffles dièdres^ é. ^y («1^' iM)i>ileiiffit 
donc de faire Toîr eemmetit on peut conâtf aire Teogle -plan ^^ 

L'aagleplan ASBsbc étant nuppoié dant le plàn'horbiMiiâl^ 
amcexez que par uti point quelcoiique gûeVûtèùs SA, un 
mène nn plan perpendiculaire à cette arèle ; I9 trace lieriao»^ 
taie de te plali rerttcal'sera laperpendicKlaire gp à SA, et il 
coopéra W troisième arèt^SG en naoertain point Fide l'espace*' 
Pour troinrerec point , noiit alloos chercher sè8 distancée àui 
points cotim« Set j»« 

Concevea.que le plan CSA tourne autour tleà'atèle&A » peujr 
se caha ttre sur le plan hèiiaon tailla droite i^F se rabattra sur 
la perpendiculah-e gl àSA /et; la Tratè grandefir'^ de l'angW CSâ' 
étant bf on obtiendra' le rahaueéieni de IfavèieSCen tirant 
par le pmnt S une horixontake SD/sdus IWglfs iiSDn àL Le 
rabattement 'du* peint F éefantee trouver sur leâ droites çl^ 
Sï>t f^^^ dé«ér«mAé<par J'iatersrettien/ de t:ésc deui^ droites»^ 
Ainsi, les miies longueurs dés drttMtes ¥g^' FS, sont^ et 
yS. La vraie distance do point F au pointSest Aonc>fSi' 

. Pour obtenir hl distance dkf pe»a« F au point p; nous, isher- 
dttnms d!aboèd,)a diieétioÀ deia droite p2 qui |iasse>par'les^ 
pèiotapv ^\ '<et qîui>eet dans le pla» de là foce BSC ; iàrt)et(efib€t ' 
ndus imaj^inerons qu'on tire 'par le ppint^,. une ptrpeèdJÔEH.^ 
laîre g/^à SB^ et une Yertidaîe gH »» cette verticale étant dans 
le'plan vertical 2/)^ 9 rencontreiH />Z ion^Un point -6 ; et* la 
droite Gr, située dans le «plan CSBy étant perpfssdicislaîre 
sur SB (n^ ft85)^ rangleGr^'mesureial'inelinaison'des'fiiéies 
BSG, BSA. Or, cette inclinaison est égale à rangie donné iC«: 
Concevant donc que le plan vertical du triangle rectangle Ggr, 
tourne amto^r de sa base faorisôtitale gr^ pour se rabèClresur 
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le plan borisoDtal i^SB., la Terticale gH se rabalUa sur la peiv 
Ikendiculaire gW k gr jacnée daaa la plan horizonCal ; et comme 
l'hypoténuse rG forme avec rg Tangle donné C^ on obtiendra 
le rabattement de rG sur le plan horizon tal , en tirant par le 
point r une horizontale rK, sous Fangle^rK sss C. L'intenec- 
tiofi m, des droites g:â', rK, sera le rabattement du point G 
isur le plan horizontal; de sorte que f m est la vraie longueur 
de gG. Cela posé : si le triangle Ggp , rectangle en g , tourne 
alitonr de sa base faoricontategrP) pour se rabattre sur le plan 
horizontal y le sommet G se rabattra enm, sur la perpendicn* 
fahre^A k gp;h «me distante g^ra t=sgivt; la droite /yZ% menée 
|>ar les pointt p, n^ isera donc le csbafteMieDt, anrle plan 
iiori^ottial v de la direction p2 du cô«é pP, et F se rabattra sur 
i\ui dès pé^iiits de pOÏ: Or, là distance de gr à F est gf; décria 
vuue donc un arc faorlzontal , de g comme ceutreuveo le rayon 
cbnnu gf^ cet arc coupera /)Z' en vitL point F' qui sera le rabats 
teinen t du point F tim* le plan horizontal ; la daoitepF' est d.oqc 
la Traie longueur du côté />F. 

Les distances du point F deTarète SG, aux points S, p,étaàt 
y$ et f/i, siJ'otL coiiçoft que le plan €SB tourne aulonv de 
Tanète SB, pour se rabattre suivie pla^. horizontal BSà, le 
point F de SQ se rabattra, en un point qui sera déterminé pat 
l*intiersecUoiiy des arcs décrit» des pointa' S^/>, comme centrea» 
ayec les rayons connus S^, pP. La. droite S^E^serale rabatte^ 
laent de l'arête S/0 sur le plan horizontal; et, par conséquent, 
9SW sera k troisième hce a de TaB^le solide triple pi^posé. 

Ainsi, pour consiruiritle troisième angle^plan »a> sur le plan 
horizontal j on tire dans ce dernier plan^ de» droites SA, SB, SU 
(Jig, a34) 9 sous tes angles connus A8B r» c, ASDrs à ; par un 
point quelconque ^ de SA, on mène pi peipendiculaire à SA^ 
et gr, perpeodicuiaiTe à SB ; on conduit la droite r& soua l'angle 
grK=zQ'i là perpendieulaire g^' à gr, rencontre HC- en*un 
pointm; de g oomme centre avec le myon gnty «»n décrit un 
tàet qui' coupe gk en n ; par les points p^ »»,, On mène la droite 
pZK; et de g comme centre avec le rayon gf^ on décrit. un arc 
qui coupe pZ^ en T, Les arcs dikiirits de S etp ^comme centres 
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avec ics raj#kit ^^ />F% tie coupant en au ^iat/';6teA con** 
duisaDi la èwù%téSE\ pMr.les fmaueowiu» S ,/", IVuigle 689" 

I 
f ' • * * 

' - - . / 

. S75. l^oartlUctger Us d^ér^ni cQf qt/tipemf^^ se jptréBqnfer^ 
m^fOêpn^ q^e U im^ boiàzi>o|al^ ASB =4: {fig^ a33). re&Uoi 
^xn^ m coii«kûs« p^i: r«i9'èt^Sl5 un pLau in<j«£iû iSoat la partie SU 
niiiiée au<-def8«8 dii:|»bin boriEcmialy forave Taii^la dièdre C vi^ 
•la lii«e l3SAk Si )WiiiiH<%|)ai' lepoini g un |JfUi |MsrpemticU'^ 
Imt k SA) tA Irace WuQaiaW «i^a \a. perpendiculaire j^ 
A SA»e( Àe pUa .«cHlpeiR» le pl^ X «uivunivuf çerti^i^e-d^ej^e 
^. Cala p«^é I (««weeTiii; qpe la lace ASD ^T^^^.iiui 4t|iii coucliée 
«iftrU pkmUoi'^^iiuL» Woine autoujrde $Aj».p0ur i^Mrtu^ 1* 
pyraûndc dem^iidëe; le.pfH#i/4^ â|I> d^çrirn imi^ff verikfti 
àont lelceolre/fciira l«^.pi(4^dela, perpe«4ÂÇ>4*w/ff i SA» ^^ 
4^n(ile ra^fOio.^a ^/* cbaquo poiat F de i^i^s^r^re de «e^.ai^ 
«TeeladrMte'pZ, fournira apesoluiion^du problème;: car ea 
tirant la droite SC, par les points Sj F» les ai?ètes;SkA;»SBî 
SC^foniM'ixuilup.aiigte'SqUde triple^ c)ans lequel lei anfles 
plaaa ASli^.ASCv leruni r^spectivemeat ég^UH ià c e^ Af iH 
l'iapgle diàdre fiMriné par Wft A^a ^SA« 6SC,^r<a(^. S^*ailWui»^ 
les poiniAm.k w^^/Mf»f\fM ^icïï^^^.f|^ le ?ap(Mi^« eopiie 
lepi'^longeittetit/Djiidie/iii^^ ii0 eetmeiiDeot pas à U question^ 
car: kb corrfispondeot.tittX: pola.ts. où cet^e CM'CfiAféreoce ffei»*> 
caoUxî lefwoloqgemeht d« pion X ^«?4et$^Pi^s du plan ^r%« 
zonial^ et iiestCftcile dé Yoirque dotâs le<» pyratiiH^e^.qiHc» 
vésuliènt ^ Tauglo dièd re » opposé à laface ASD =;: fr ». es t ég^ au 
si/p/>/^aifAt3iio^U.C de- l'aigle d#n4K$£. . . 
: ..ûr^;il résuiiLe de k cëimEttcliQu. ipdîquiée <n** 279) que si 
le pluB iMîrikbl. Zp/* tourne autour de rbori;iontaie/)/^ p^f 
«e r«bai4ri»&Ér le.phiiiiJiQriMouttati, la (Irpiie/^ tqmbeiPa/e#^^ 
et,/!» détiendra le proloogeudent fol, del^'^ Par co^is^qu^t» 
aelon quela^cireonférancie déerii^^. dans le.filan boriaoïii^l, 
4e § cottime centre avec le rayon ^/y, reucnutrera la dr<}ite fK 
en un iiointouen deux poinls^ le problème admettra une sefd^ 
«pluAioii eu de4a s9loilou9i quaièd f;e(MI ciiecQi^%cncç «e is^n?^ 



f:^nU*;0pj^ /^Z' (o^ q^i a U^u Mrt^y^ g/<m UMHi«4re (^ ^ 
perpeadiculairci ah^isi^^ 4^ ^ m^ ^'^Xf l<;.prQblj^e sera Im- 
possible, c^est-à-dire que les données, 3, c^ C, n'appartîen- 

dr^fMl À aucun finglB«dUde tri|4c. 

\éiuaxpLt\cAdmuiémi^ bit y,€i «»nttell«sfo^4iii tasnsappoM^ 
dhnm l«»;?gMft0s aâd et 934^ l»<ifeo»i<if etnc >dëcifa€«dtoy€o>im<ie 
otfntye MtBc le nyon^y^ ^oaapn In dtoitn joZ' <èn 4mx points F v 
S^; Ves «irsn«f£penc6s décnlè^ et ptomÊm centre airec les 
taywna^'y /iF% coofMnU la cÎKnnféntiiie décrile de Scninnr 
teptie aveoleinf Ottiî/i en dès points/',/'; «i en tirant les dmites 
^'Er'^^'Ë%ottohikDtdettx soltt tionsdnn^ l^ifMlles les Ttlenin 
de la troisième lace ^$!iiarBSKr>at BSE'; dé sorte q>«e 1^ dan** 
nées^kyC^ CJi appasUenntnià detnc pyraaûdes diflli^nlés. 



^•,- • • i\ '] 



. S74..LVnKte «elîde trifdeS (/g. !i35) étant fonné parles 
tibbiaàqgtesj^buia ASB^ AfiC^BSCv si l'on conçoit une sphèfe 
ayaist pour .c«atre'lns€Knmcfi S.de rao|^«DlM<^,ka|daàaASB, 
AfiG^ fiSCyVCOupenint la^UffCsce de «otte apbère aniTant dea 
arcs AB, AG, BC, qui appartiendrout à des gnands^eicleé'de 
1a sf^kf^^ipegf i06),eW4^iponnnoni'8eft«ir dememtt-e aux 
nngUs plÂna-Aâfi> ASC,. vB3C vc^tnois nsits jde gdulds œrcles 
Ibrm^t les eêté^A'nnit^mtgieêphéjriqueABC^^ïeàangles de ce 
tmn^e.spbénqnf» sont IdCon^^s dièdres, fovinéw^fta les plana 
ASBy ASC, 6SQ. Désî({nanl doncpara, b^c^ kaasesBC, AG^ 
AàB^.cpii lofBMfit les coli/ir dâ trinngle sphéràf uè A^BG, et par 
#, C, y, les angles. de ce ttlaaglé ^i sont jnspeotiveNns^c 

o^poflés aau fiâtes A, &> e^ les ml ^iiitfWi<Ay^v^^ ^i ^*y^ 
dilii^iangle spliérN|ue AB6,>aeiQni peécisônentles aÎK^ parlîdi 
qttonons avonèconsidéséBadfna^la pyramide. «triangnlaise. Die 
softe iE|tte lesioonsliiuctinna qpe â«wis avons .indiquéfs* pour In 
pyranùda, dbnncnt le mp^^ di& amsiruùje im ttrianfhaïAé^ 
fi^tte > ^luBSirf on C0ma^ Woisd^ mx ^éf^eff&r « j^ à^ c> m^Çy y^ 

. ^^oandi les, isoiai^qsfffin>GoitmiSiMUMl diDniiéâ en naiilbresi^ 
le calcul des trois autres élémtU$\e^ Ifobjet'dela Tri^cnon 
méiriç ^ph^rigfw.^ .• 



» 
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$ Vif. Pn^lèmes sur des points et sur des lignes 
dont les prolectfons sont données. 

1l7tf. Danii la première partie de 'cet oiiira|«e ^ vnnis atoim 
trai4é4Mm*Mé(fiicfllMHlft«itri4e9 poinU«t sur des lignes qui 
etaîciftt data «a même pkn;! iRinam aUbni îam voir cemment 
Pli peail4r9fi«M4rfile9^é«iesl«|iie8ti|aiw,i)iiand lesi&iRfi^scUKt 
«oujottis titttèes flMrimnéQM pUn, ne sont «telMminées que 
'P»r leurs )>r»)Qctionf • i>e>fieirie q«e la fursiiom se néduiru â 
.€<m9^tuireih9 ptiojâQtiùns defB po^mU 0ide*Hjgtt€9.qu'Us^agU 
40iroHt^f% Pour y ptti^eauy il sufit de àa«oir césoudre. les 
deax;:protiilèmeasuHaiifl (n«* un etlftif) ; 

9(70. 3a* PRQKteiE. rowutiasAfil ^iin ^o«t£ A xl'uà pian 
donné Zj (VI propose de trouver le rabattemeivt du point A 
^ari'undes deux plans de.projrùtion.iC'est''à^rûqu'il'S*agit 
^déiermner la paakicm que prendra le pmat k'du pianZ» 
.quand ce plan > éÊprès Avoir tourné autour de liême -de ses deifs 
tmciss j sera rabattu sw le plan de ptofwcUtm ^i contient 
tette traces '.'."■, ; , ' " . - 

•. 1*^ Cas (fig. a36). On oanm^ît bps.denatprefee^^nsj ayd»^ 
d'un point A ^ituédans tm plan Z/ la irace'koHznntaie at, du 
pian Z est donnée f il s'agit de construire le ft*MlT£XEKT du 
point A surlep^an.horizontaL C*es^^ihdire qst'on veut trouver 
la posi ion que prendra le- point Aj si{r lé .plan . hoHzontdl 
tmx, qiiànd te plan Aal sema rabattu sur ie pian kori^uuddl 
apf^ aifoirtourné autour de sa trace korizoatale m t. 

* La proie«tidi\ hofisontale/i, «du point A f étant le pied do 
la peFpendiciAaeMre abaissée de Asar le plan borizbptal (n^ ^itt)^ 
ait l'on tirç par le point a y la perpendi^sulaire akkuiy la droiOs 
àb, q«l joint 9e poinfc A de l'espace «vec le pwnt A , est peiw 
pendicalaire à'«l (o^ IW)« l<e:pkuidn tr»anf[le Aab, rec- 
lengle en a, «&t perpemlieulaiceau plan homonCal(a** Èl^) 
et à la trace ut (u"" 1118) ; l'angle formé par l'hypiMéffiise AA 
arec Icfcôté izAest la asesurede l'angle que le* plan^Aàt^ Aiit 
arec le pUa horisoptal (n^ 174). *^ 

Quand le pUn A«( tourne siu^oi^r dç Sa trace hon^rôfitale utj 
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le p^nt è retie fixe , la àwlance de A à ^ esl înTamUe i cl la 
droite A^ reste coMtmnmenl pcrpeinliciilaxre sur 0i\ par coa^ 
aëquetet , le point ▲ dëcrit me drcomMrefiee dont leplaa eal 
perpeo(Ke«la4te à «iC <ii* i9<D,'do'Bt le éeatrê eat é ei dont 
le rayon constant est la yraie dtstaneedt^è'A.' H enitésalie 
4(ae , toMqttfe- le flmn^Aèti* eeta rabaltia sur lefdait àiamontal, 
le poltit'At^fenbeim «keAaMPemeni éÊ» le prololigeiii^nil^ de 
la per|iÂeiidkaMf« 0k A«t» ii^nae dietiwwfc àtt tfgàk à U. 
él^tance de.fr k A, Or, eeilè distitaoe est V'èypolëatose d'iia 
erâitigiè «eeiaiiBle doat le oèlé de Taagle dveit si««é-<bMie.ie 
pkmn heviioatal est ai , etidaat Vkuifecôté Aa de l'angle draU 
est égal à la distance a'p du point A au plan fc er i s e nta l Aigr 
(n* %S^Y 4^). Oenduisa&t doiiè par a , la pe^ndknlaire af 
aurv^fr, et prenant «m ss:'p«\ Kbypotdause J»fr sera la vraie 
4f«Pta4ièe4e A à A. DesMrte q^i'en paenant snr bd «ne Ipageaar 
h An* trb-frrt , le point A'^ afnsî déterminé , sem le rabatleaiçal 
deMandë dû poitat A «er WplMr hArIsoBiai ^«b. 

D'après £e» èon^dératîon^ y- poar rnàbatirw surieplam hori^ 
zontal, le point (a, a') Èkuédans ie^plmn doni la trace. horim 
TCfnPtde esiut : pavla pto|ettioa horiaon^ale a , «tt tiieia per- 
pendkniaire cfii à 'la tmee hoeisentale mtj et lapepadlèle af 
à mt * on preM sav •af'mue l<mgmêmïïfaamàpi$\ ^t l'on décrit «a 
arc de A coaiiae «entre avec 'le vayao àn^ cet are eonpe- la 
à¥^»Wadea an -point A^ qaî ^est^le rabattement cbeacÛ di| 
|K}int (« j 9-'} sur le plan bornontal l«iD. ,,,-,, 
- 1"^ ReiTAaiïBa* LorsqoeJpar an*paiat<|iie1eonqoe A del'es^ 
iiace, on mène une perpendîcubâi^ A^ sar la trace; horison-^ 
tale«r d'an plan àut qaî passefapr ce*peînt , cette perpendicu- 
laiNiestl'IyypotdBusexlfun tnnugie*i«ctangla dont le.plaa est 
perpet|dif;ull4re au |di|n honsDatal ^t à laoUaceiboiazonuls M 
da plan A«<; l'im des cAtes de: l'angle d^oit est la diaiaaoi «6 
de ûi'projectiott horisoataWtf du point Ai la tsace'liorîao^tale 
àc,«i l'^aatie eAté An da l'angle droit est égal à h,dîsiauceV/i 
de là projcctiea 'iwkrticàle' a' da point A à, la ligne de ieriai 
l/ai^e formé par l'hypolénnse AAavee Je. côté lAa est égal 
à l'aitgle qu^ie plan A«rfiiit atec le plan:liorUdniisU < i 



i?o GÉOMÊlftlE 

. a*. AfICAiMiiic* Le (riaDgle nat peii( éuis caninUi^ ^miM W 
cflJmf £e NI r*iu^ f uf Iq plan b^ia^iiUil» du Uri8»|;k Afià mM4Mm 

l'«fpAf!e ; 4'«fiTi-durt4iieM<M darukf iKiBK|;kUH»ri|aii»iiloiMr 
difticâté ^ 4«t iViimle drMl^ U |MÉit A mâdMiA.te.it»)Niltre 
«•/i. suc k plan. botUonud .6»;^. 

d'' RwàAïiii Lii prinjfolioii liftmo«i«U.al4*«ii jfmaàA pîàm 
dàf» UA pbu^ Z ^ «t I0 MJbwmwai A',4ia poiaU À sur Wi pbui 
lU^rkoalaU luait Iii^quw mut unç niè«p4|Mifwidieii]iûf^ a^ è 
W Ira» liamiMiialeMC diàipltli ^ il en i!éîiilu, 4ttt m f$m 
Vùm des fmiitft a, A.\ mti tiie uêe jpèrpandidy^îie 4 là lnw# 
komoitMik «<^ oAte pevpmiUotth&rt.pAttdm toëfimirtmcai 

2* CAt<y!g. s37>« On caitiM£c (0a deuwfrafe€iionê, p, ^^*un 
point A situé iUna un piûnî*^ ta tta€e veHicaU.^K,': 4h p/o» Z^sl 
domnéû ; ii alu^t ^ ir«iMliWiv./^.MiiftfVUi«i(r A' i(^ jp»9U ▲ 4i«r 
Uplan vertical fi'-MX^ C^eH^-à^wt^^qu'onveut trol/tperlapo^ 
tion que prendra. lè.poiiU Â^ sunlf pim peHHiff( ifiu; > ^jfëktmd 
U. plan A^ - leaxu TtabaU» ntr cq ^pUim tHIifiMi > 'fifi^ 4Wûir 
t€iurné,atii^undB^trw;e.vertiDàlemi'. . ' '', ^ 

Des'raiéomDeuieoi fa«failfiÉuiot;MtnUatAt« à c«|iui.d9M oa^ 
a fait «laagB. dans la 1" cas^ co a dé î s ett tiàtfa «rteaMm^lÎM ani^ 
vaiUe î (mut la pcojaçitoB v«tlk||br a\én tifla lii,fiarpaiidî«aT 
kiira ad' à k tnceilieitscftie ai', et la panalMa ^ffk^^WBL 
pixnd mur df iinok^ueiàr«Vza:/^» aul'oiidaçtit ii0 4Mni 
de y comitie centre aveaidayaii h'ri \ i!et«rc(CQ«ipe kdfoita 
â'tff en uA point A" i|»l cat ic :raiia)llfliiiattt ichaiçké dtt point 
(a, a) sur k pUn vartkail /«r. 

-. i'*' -RfiiftaQDB. Lorsque par «ti poiai 'qMaifCHM|iie A de 
r«8|»co, on mène imd perpcndiculairie AA' aurk.UaicoTavii* 
cak'ai' d^iui pkn A«f^ qui passa par depùini^ c^Ue.perpaodw* 
^aire ast rhypoténase d'un tjrian||;k raaiaiiste daot k pkn 
est perpetiâtcttkirâ aiipko jvevtkaLnliA U.tiaoè varlîe^kal' 
du plaaAM^ ; l^un dfs côitfa de Titpgk déoit/eat k dktance^V 
de k projection Tertièale a' du point A»à k tiace viyriioak df^ 
èl l'ootre c6té ko! de l'aiigk droit aai é^ail àrk dialaiice^.dé 
la projection hohzootak a du poidt A ài la ligne dt tariez 
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L'apgle fomue^pu riiypHéniise Jk&' avec, le cdié Ua! «tl ëgftè<à 
l'^ni^ ^ueio platt ib^l' fait avec lu plan yartical depvojtfotio». 
.. .7^ iUll4lWi^. L9 iriaiiglo ii'4i'&' petit hs%tmoAàété fiomme 
le rabattement, sur le plan vènimif di» t^o||le àtf'è' ttUië 
4Aiif l'espace'; e'esl«'ii*^<iUre> que ai oedemîesirianislld ioiaviiaU 
Autour 4a e^é Qb' de )VAn§le d*)ât > le p»iiit.A; we^deMt ee 
iAbal^r«i<» f>^' Mr k.ptaii' velriMlal l*4f .', 

3* Remarque^ .lui flK]jeolîouif«Mnk<a'.a*aBip«bi A siuié 
danl «Il pbtiZi^^t WTabeltemeDL à" du paûu il eor I» plan 
.v^Hîcal, eiaiHl lon^flMlr». Mir ime. i nè i wi l pctpemliçnlaïae 'dé^. à 
le Ua«e venUale #(' du p|a«2 j.Âl<)«rtedle ipNssifar rondce 
lioinUy a yjA*!, <Mi Ure «ee perpendieebiie.à U: traee veriii- 
i^^. M^^ .f:eUe. .perpe»dîfiHeiire papseta Jitfoasaaifeuient fiar 
VauAre poinU . . , 

d'un point A sxVa^ <2a/t5 un plad 2)f la^n^A^tûitûmU^td' db 

4ivipoiBt à^si(^Je:pkmhoiWiUaiaay^.. >.,,(!.•. « 
. .Silati^elMwiaittAtftledu.pl«KZ'iHai4/€<ninike^laioeéstrl^ 

indiquée (i*'i0a«)>dtflenituietaiilflpiMft.cbirGbë« . . ' ■ > • 
. 'HwMAtikkom 4^ner deux nyc^ndea; p6er'U/xMv«r /ir fmce 

, t** MÊTiiçe£4 PeK un.poîttt qmfkMqqe- ef. de la JrMer««àrli^ 
caU3«<>V'ooAbaisflte lapektpettdknlaiveieV^ itiiga^ dèiteirex;^; 
IdpdiDlscr^» «4 Boot Iça pre^U4^p$.iiliti>.pQuU,d|i pbn Z 
(^'î.lISi^ 'i'^)j df'aîUeurs». a' et: a sont lea prajeeiiem dliiD Aniré 
potni dbioe plan ; les droites. ç^a'K f ffug , .sotadonfirles pniîee^ 
tioaa dViM.droUa située dana le plau.Z;.le.paiiUiri, ou celte 
dbroîàre.deoile .teneafatre le plan bonyo^iul. (n? Mf) , -appar«« 
tiendra donc à la trace cherchée. De sorte que la dr6itetfil^ 
anenée' par .les points «»;A^Mra iatiâce'lioriBoatale donaedëe^ 

>. £af cenaéqttCBi p toB^qm'on caBWiiiJa laafce ftértic^le W d'tin 
|ilaii:Z,.cll b^pprqietlidaa a, '«%. d^unpaini de ce plah., poeur 
trouver 4in'peint délia trace. Imvixoatalè dn plfiv2 e^ par .un 
point quelconque e de laioace Yertlcale jit% oà iieu- la. perpen-r 
diculâire .ee^à la.ii^e de.ièvre;;|^ ^.paciles points e'; a\ otk 
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mène uati.ckroîte^ et do f<Ant if «u elle ^rencontre xj-j on 
tfanè la peq)eiidioakire irV à oy ; la <lr<Hl« «g, nieifëe fiar les 
poîntii e, a, ooope JbV^eti fin point /r qui apfartkiit ft la trace 
.horizontale cbarèhée du plan Z^ 

' Quand k traça verticale doni|ée rencontre la Hgae de terre 
en un. peint' m.ùJUÊé site la isaille destinée à tracer Vépure (œ 
qui a lieu dans la figure aiS), la droite ttt, «lene'e patries points 
m^ k , .Vit la trace hoaiaêttttile cherchée df phin Z. 
' IiOièq«e k t«ae^ vërtîëaie donnée esC parallèle à la ligne 
de terre rjr^ la txp/cit bevtsenlale cbercfaée est néeessaireinent 
parallèle à Ja li0i|e de terre ; car autrenient, «es deilx dernières 
lijptee se itnoontreialent en un peint qui appartiendrait à la 
hiffïQ de terve et>è la 4ffafe nferticale cKonnée ; cette trace verti- 
cale ne serait donc pas parallèle à la ligne de terre; ce qni est 
con4re rhypethèse. Ilanfit donc encore de déterminer un point 
àt la^ trace; lionBontàle cherchée, 

^ ^ Enfin ^q«iand k trace ^rsicale donnée nVtant pair parallèle 
à la ligne de terre, le point de «onc^nr» de ces^ deua lignes 
sort de» Umiies de la faille mr laqodle oit trace V^pûre,, il 
faut déteruiiner deuK points de la trace demandées 

â' MÉTuoae. Par Iq point (a, ô!) du plan Z^ en confoit tine 
parallèle L à la trace verticale f'^ de ce plan ,' les^irojections de 
la droite L aont dea parallèles a W ^ ah^ aoi prejeetionsY*^ 
jfXj é9 tfs (n'^ttS); et^omme la droite L est tout entière 
dans |e^n Z (n^ iM)v le pejnt m , où elle rencontre le plan 
hèritoiYtal (n^ Mi), appartient à la t raoe h<»ri tontale du f>làn Z. 
-P^or trouver ce point, on tire par m', une perpendiculaire mV 
à opj' qoirreaeoiHre tf itau p<»int m demandé. La droite^, inenée 
f«vile6.pbi*ts #,^tj(», est la trace liOficontale demandée dn 
{«Uiti;Z. -'-.-• 

Rsma^i» Cetteieconde Méthode serait en délauteî la trace 
ventiealeîdii planZ ne ifeneMarait pa9 la ligne jde tem^ H ku- 
draftalovs avoiv lece^rsàila t**. méthode » fpwd détermina 
uneni de\îx:po|ntade la trace hoitaenlàle.deniai|dée« 
- . Connaissant k trace horizomtak«iC du plan Z et les pmjec-- 
tiens a, a'f d'un point ^ de ce pkn> la ceiisUuction indiquée 
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laire adk iie, etsn^ la fifttïUèie mf^à «t; oif prtiid àii^pe^ ; 
on décrit ub aiç^dttilcemweceiitw^âiséc'k mycrq Am; «dtàre'^ 
coa»pe fi^cbJoa^Mdt; èl qû eÉA.kiirimttamtiitdMiMdé^u 
point (4»^ a') MH*lefbB:bm8f i»tak 

point k titué dams im plfm^ Z ; ia trace konumtalè mt du . 
pian Z est doànée^^ il &*àgié dèeamstnmr^ iè rmbûUemeHt À^ 
dm point A sur le pian/vertiûali/my^ 

DefrxmknénttUMntt abaloi^es à feot dont on a ftit* tnage 
dans le 3* cas, conduisini aux^aastni^oils m^nM : 

Pout^tf^f^tff'/a iràce verticuleda plan Z; on a ritii^urB à 
l'une dea 4enk métliodeaqiie nauf aUÀns indî^oer; 

i'* MAvHtM>£* Par ^n fmnt quekoo^pie e de la' tracé hori-* 
2onta\e«t, on lire la perpendiculaire ee' à la ligne de leacrëa^y; 
par lès ^diatfly ey nj on inètip nvc droite, et du ^Ini^où 
elle rencontre J»r> •«* ^^ lapérpendriculatre i^ à $^; la 
droilei?'^', Incn^e'par'leafOHits/, «', caoaipeXr'êtiàn^point*' 
qui appartient à la trace verticale cherchée du pl^ii ^, ' : 

Quand ^la tmee'horizotitaltedmûiéo^reticontroja ligne de 
terre e» uii^pcitot « âitiiéfeut^ta fe«4le de^ûné^ à^tmctrX^pure 
(te qaia-UeudaaH la/gtin^ i^Sg), la ^droite »iV«ieii«éepar le» 
points il, k^'i iêt la trace verticale cHenrb^e dki plan Z.' 

Loraq^ ia trace horiiontale «bmpée est paralkHe à Ja^lâgné 
do icvre:, la ti«ce 'verticale dwrdiéeeàt awfî parallète à ]m ligaïf 
de tene; de sorte if^Faliffit encore de déterminer un pMii 
de cette trace T^rlâéalai • . 

£ttfiovq?and la tràerhoriionisle' donnée fenoaaitra la Kgt»^ 
de terre «d unpôîk ^àiacvt ,do Irfedille a«r l«4*all^ éti.l»|ioii' 
Vépurey il l»«t déiermiifer ^eax ^poyite «k la trate ^^érik^W 
demandée. ' " ;'-'.■; /• -. . :» 

V HihnooE. Parlea|K4litt| a^a\ a» t)rirdeà'paffà|lèlas nm/ 
a*h\ aux droites f»,j*jP5- par le'paMitm> onnifene ope fkar*^ 
pendiinlaire me' k ii2f,qili rewcpnlre a'&> «il tn\ la droite «t% 
menée par les points «, W, e^tla trace verticale du plaît ^» ' 
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Ac«ARQde.. Cette; sMsademétbodeMfMi.^ ééSmt^ «la 
tr^cci horitopUlQ du pian Z ne rinietm trait pa^ la ligne de ten e. 
11 iaïKkaiialora avak recoiurai la i'^*m^tkàde, poiyMlétenniaer 
un on deM poiiM de kr inoa Tertîeaie dèmaoéée^ . 

; Cft»m î at a h tlft «née irerOcale âc' dâ pfamZ et k^^proiec*. 
tiens a, a\ d'un point A du eeplan^la «^mtnRiion indiquée 
(a? û^s) teH à dééânhmfffjer^èaU/fBentA' dm point L »ur le 
ptm vefiicals à cet effet , èit «ré pi^ «', la perpéadièulaire 
a"^ k M\ et Byr la paeaiiè*e ay< k wt\ on pràid aWsspa ; «m 
décrit un arc de b' coinm6<eDlie.avee le rayon è'n' } cet arô 
eoiipe a 4^ en nn poiiit A^ qui est içeabatleineni demandé' du 
point («, a') anr le plan f«eticnl «'«»• 

5^î Càe4 Oir connaU i^sMtrùjr.ttuces d'an plm Z, et VUne 
des deux ppQ^ectims d'Un peint A^ • situé dams le plan . Z; il 
s'ag t d^€imHr9iir»l'4t¥trepra^€c:^iQn dn^poim A> eteséérabat^ 
tfmeHseurltâ difUjc, plans de prof ecêionn. .1 » r . - ,:^ * 

On fotia^riiii^'d'atord l'antre projection du pçin* A><;p?fil8) ; 
et ensuite > k» méthodea krdiq nées dons Ws^deuxpvennier^ ca$y 
séryîroBt è détérnkkner JIbs rabaifree^ena du point .A «ut/ Ira 
plans de prejfectiDn* »:; , ,;. , . .,, 

Par olentph»» si l'on .OMpait Ja projfecUfHi; MCirlkaite a 
IM\ H^ d«'»>* pwni A silMiédaina le pUn. Z^dopt ba jtriwes 
tât; ^\ AM»l<dfinnées,».etel.l'pb demanèi ie^battanent A' 
du point. A.altf.ls piliJi h^ntonKa);, An ickterdb^râ ^d'aïioni 
Vai^tre.!plrojiQi«tin»:d .dttjp«in< lA^ à cert.<^fiel^: 0!i olpaerx'iia 
qiie la pIlojMtioA disnaandéedêvaiil se Irouivet «nr là fsw^^ 
di0ttlaii»<a:O':à la ligne de terreiâ3ri(a''AW)v lil suffit de^deV 
terminer une autre droite qui contienne Iti peint.a.^jOr;? là 
peiyéndi mbôw * au plan veslieal^tnifenéetpar ]a% pfis^iii par 
le*poio4 Ay^ifnt fiau 'P Aictié ^pwr.^wie jdroite, onniieptli^ 
Iffpnint A v^AtmeUaàita 4nefQon4u4^«9rA'^inebée fek*lb point aV 
dans le plan /'«e;^, pourra être considérée comme K'iirace.verK 
totale dU.plafi:B;r'ice:plai»Qtai\i. p^pendi^nUreauplail yer- 
t4eal/-c(;(^(nfviaQ)v sa trace bdri^ontale^ $era la.pcàrpendica-. 
laite k'k à xjr (n^ ttSS ;&<"); le petni A se trouvant dané ckicnn 
dcs.pVanisrû'jiiy.m'W,/» Veniire une pcrpendicniaire m^'m à 
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ûQT^ la |«ÉîedlfMiibonsoiitide.'ffi4 de TiitterMClioii ^ ces dMtt: 
plant (n^. J4^ ««bit .céKtcoir la fM^eelkn 'IitorâwiUilc éix» 
poim h* Lés, droites' a'c, wk^ se fcoiiperoAi d«iic en Un 
pMBt fl[f i|ttft if rai bi:f rejeelidn bsntaAiaàè chi pesnjt A.. 

B'Wprcs «ei ^emisidéMIions, latâqu'on tonnaUU pràjen-orv 
tM^Hieàêpù^'itHnpoha^k èittié ifaftriin piàH Z dontit^ traces 
mty ^ i êonfidbiiàéeê^ pôur'tortséràêre' ia profeAi&n' hùriiton'^ 
taie élu point k v«ff HièM pà<r é'nnt droite qlirtéoiiqiiè m'ff'; 
pnlés'pmn^» i^% x/,'A%'eii tlrèlé» per|)etidfculaiv«9 m'rh, a'c, 
^Ay'à la litlne' dé itrJnR dtjrx par léar potats m, A^, on roh-» 
dvUlâ'cIroité iftA^ t|iil"i^eacontré t/e en à; le (Kimt, â, e«t 
la pt^j|écHotf>lfôriioh(ale>dèniAftdée4a'p(naiA. *' -' 

Connaissant les projections a^iC y du pointa», situe dans le 
plan dopt la irace h'orizootalè «< est donnée, là construction, 
indî(juéè (.1*' cas^ déterniine le ral)atteinent À'. du point 
(â, a') sur' le pla^i bônzontal^ & cet effet, on tire par a, la 
perpendiculaire adk cet; sur la parallèle af k mt^ on prend 
an - /)a'; et de.^ comme centxe, avec le rayon &/z, on de-* 
vrii un arc qui coupe aà au point À^ demande. . 

6* Cas (jîg:^ ^^)* On connaît ia projection horizontale ^ a [, 
d'un point À' siliiè dans un planYtj la (ra ce .horizontale nti 
du plan Z est donnée j ainsi que V angle y qu^ il forme auèc 
le plan horizotUal tûLjr. Il s^agit de construire^ les rabatte- 
fnens A * . A > du point A sur les plans de proie, tion, ( t de 
trôuuer l* autre projection a du point A . 

. PoVT'CWisIri^iW lè'iiibâfttemeht à! du poiniA suh-UpiàH 
kprêimtiU, ^éti oKs«r¥ë qtie ^ éîmiV le piid'-di^ la perpenfdi^ 
tulàive «bàisii^ de pnkit A de l'dspaee sui< le r^H' horaonuil 
faf^'si'lVm.tnèiiie la pM'j^éHdlciilait^ nA à*4il,' hi'tdioi«B. AB 
êêtk pntpè>* i «ilaîie ft -«f < ti» W*) \ t'aftgte 1 Aftd'sMi dofi« 
égal A raagle V foriiië pat la plan Z avec le pUn horiton^ 
tal(ir iVl); t^ar «oto«^i|iiêti«, pou* ooDëtitrire-Ie «riàrt(;W Aità^ 
rtctaagk en «,<ifl ««fl^nilêf ùtw pèrr è ube dtoiie fti^^iui fo¥iiie 
aree ba un angle rba égal à Tangle donné y, et de * métier 
la 'paraHèlè af^à «f « le» droites ^r, a^, se eonpéroni M un 
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pomi it, et le.iffiM^ nab wm ègÊ\ «n'^iasfk àmb 'Axé 
dans IWpMC* On mmiu 4ea|C i-bn aa M «et mi sus àâ.. 

D'aîUev», ▲^^ étont -perpendiciiUire' à tU^ ie> Mb«tte« 
inenl de A (Mr le pUftkcvuoiilal) sem fur k prel^ngtdicMi 
&<2 4e k perpendiculaire ab à a^,.A i|9e,di#lMice de b «gale 
à H^ iépm^t dau€ un arç de .b comioie.. centre 4veç le. 
xajen fo». cei arc co^pem M ep- un peîni A^ iftsà peva k 
rabaiteiueiU du point A sur k pkn horiaouUl. <ii^» 

Pour trouva la j>rç^eclia^ varlieqle t^\^ pdiU A»oft-abr 
aerv^ (^ue ,cetle projection doit se jUrou^er siw k perp^ndica* 
kire tf^' à k ligne de terre a;Xf ^ ^^ distance de p éyak 
à aA ( n** S35, 4^) ; et comme aAs^o^m on o^iUei^dr^l^ point 
a' en prenant sur />^' une longueur pa' = an. 

Connaissant les projections a^ a\ du point A , situé dans 
le plan Z, dont la trace Lorizontale mt est doupee, les me* 
thodes indiquées (4* cas) serviraient à trouver la* trace verti- 
cale mt' du plan Z et le rabattement A"^ dii point A sur le 
plan vertical tmx. 

Mais y comme on connaît Tangle y que le plan Z forme 
avec le plan horizontal, on .peut construire plus simplement 
la trace verticale mt' du plan Z. En effet; si par un point 
quelcoifque m' de la trace cliercliée mlf, on conçoit la per- 
pendiculaire mVn à orj^y cette droite sera perpendiculaire au 
plan horizontal (n^, i^) ; et en menant par son pied '^^ k 
perpendiculaire tnq à la tracé horizontale mtj la droite qui 
joint dans Tespace k point m^ au point q^ sera perpeudi- 
kûe à M W **?)• el> «çra.d^^s k «pkn «Wj ra««k M^^n^ 
se>^« 4<)9^ é|ali.à;>. j[n<» ij74)^ Aj^nsi.,. daM ii^' Mrki)^ «i^'vi^j^ 
feetaugk ^9 ,f^.,<,on..çoiMftaU/k ^:^té ^itf. 4^ V«pgitï djtQÎA.ei 
l'4Agk<« iq^ 1'Wp^^**«14 ^^'9 {»i^#Vf c.^4esf)Aui ; ifi064«iisa<a 

dDPt yA« "4 vk perp^4icQinre '/»»i;77^.,'^mei»a*t|par 9 .k 
droite-^Pi apusyafigje rji^qv:^yj les* droites r^s, jjr^v s« ito-» 
coutrepont #9 qn.potint 4.;. k tria^gk i^q >^ifa<k W4e eiiati^ 
deur dn uiafigk vt://fg -sUné d^^s. Vf^jpff^ir» '«t. v<<^ aéra ^ 

D>près ç^ considérations , l^mqu'çn comiait h 4t^c ^onV 
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"WûMtah mi d*unplan Z et l'angle y qu'il forme apee le pian, 
horizontal, pour conetruire la trace verticale «C' du plan Z t 
par un point quelconque q de «t, on mène une perpendicu- 
laire à mt^ qui rencontre la ligne, de terre pr^r^, en m-; pai'r/i, 
on tire m/ perpendiculaire à (çyr et nts perpeudicùlatre à mq ; 
par le. point q, ou conduit la droite qt^ sbua l'angle mqt^ as y • 
les droites rnsj qt^^ se coupent en ua point t ; <m3 décrit an aix: 
du point m comme centve avec le rayon «n^; cet arc coupe ms" 
O]^ an pofint m' de la trace cheroLëe \ de soi'ile que, cette trace 
est la drûte Kl' meaée par les pointa «, f//c 

RsMARQiiE. Pour eonfâruire le rabattement du point A sur 
le |4an faoriaontal^onaiwit conduit la perpendieabire ah â «r, 
et la droite br tout l'angle aùrzc ^; ces Kgneis étant connues , 
OA peut encore Umplifieria construciion ^ud vient d'être, indi^ 
quée pour déterminer Ia trace, verticale mf ; 4!ar , la position 
4u point par lequel on mène la perpendiculaire à «t étant 
arbitraire^ :€n. peut choisir le point h\ il suffit alors depro* 
longer .la perpendiculaire !^a à mt, jusqu'au point c où elle 
rencontre, la ligne de terre xj-^^par ce point , on mène la 
pcrpendicttlaire cib' kxjr^ et la parallèle ch à et qui rencoiitre 
la ligÀeeamneifrren/; l'arc dédit dé c'cotnmê centre aVec le 
rayan;£ly renooalre^A' en^on peint c' quiappartiept à lâ trace 
i^erticale cherchée* 

Enfin, d'après ce jqn'on a vu (a* cas, p^ge f 70)^ pour cbn^ 
traire le rabattement A' du point {a, a'), sur le plan ver* 
tkàl t'mx i par le point a\ on tire la perpendiculaire afd^ à èl\ 
eC sur la parallèle a'f^ à et^, on prend aWtsipa; on décrit vin 
arc y de b^ cotnnM centre avec le rayon b^n' ; cet arc coupe a'd' 
en un point A' qui est le rabattement demandé. 

' ^^Cas. Connaissant la^pro/ection vertiade d'un point A situé 
dans, uti ptaA dont la trâtce verticale est donnée et quif&mte 
un a»gle.connu ayec le pian veriicâl de projection , construire 
Vautre projection, du point A* ainsi que ses rabatiernms sur 
les plans de pçojitc^ot^, . .> 

Ou résoudra ce pcoblèitic à, l'aide de raisonuemens piiiiafte* 
ment semblables à cens dont on a fait usage dans le 6' cas. 
R, Géométrie, 12 
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MY. 3i* PtOBLÂXB* Connaissémt le rdhatêèment sur l'un des 
deux plans de projection , d'un poini A situé dans un plan 
donné Zj on propose de construire les projections de ce point, 

1*' Cas (Jig» 342 et 343). On connaU le raiktttemeni Âf, 
sur le plan horizontal j d'un point A situ/ dans un plan Z dont 
les traces at, sii! , sont données ; il s'agit de construire les prO" 
jections , Oj a', du point A. 

On «appose qu'après ayoir fait tourner le plan téU' autoar de 
sa trace liorizontale ut^ pour le rabattre sur le plafn horisBon- 
tal tax, le point A dtt plan tttt' est venu en A' sur le platv 
liorixontal. Il en résulte que rëciproquonient/si le plitt ra- 
battu A'aI tourne autour de mtj pour reprendre sa pôsiUon pri- 
mitive tml\ le point A' viendra colncicler afvec le point A dont 
il s'agit de iKouver les projections, ^ry a'. I9^ns allons donner 
deux mëibodesi, pour constroîre ces projections. 

i'* llÉTHODfi (^. 242). La projection liofizoHjtaie. a' do 
^point A, devant se trouver sur lil perpendicidasre A'^c à at 
-menée par A' (3* remarque > page >i 7»), la recherche de cetle 
projection ^e réduit à déterminer la distance ab. Or.y d'après 
ce qu'on a vu ( n'^HïGy \^ cas), ab est-l'un des «ôtéade l'angle 
droit dans le triangle kab rectangle en dt, l'irf petëirase kb est 
égale à la ligne connue A'^ ; et comme cetteliypaténuseiaitavcc 
le côté ab un angle égal à l'angle y que le \i\kb Uttf fonneàvcc 
le plan horizontal, il suffit, pôur^étre en ^tat de contraire le 
XTiB,n^e kaby'àetroUi/erVûnglef^ 

On pourrait détermina l'angle y par la méthode du a? MO; 
mais dans le cas actuel, laeonstruction devient phis sinîpleen 
observant que le plan du triangle kab étant perpendiculaire à 
la trace mt et an plan horiaontal (n** 5KF6, i*'^ cas) , la tmco 
horizo/ntale du plan kab est' la perpendrcttlaiie bat. k ut^ 
^t aa trace ver^cale est la perpendiculaire ce' k la ligne de 
terre ay ; la droite bc\ qui joint dans l'espace les points'^ tsA </, 
est perpendiculaire à «^ et forme avec ^^^uii' angle <gal à y 
(n* 174). D'ailleurs, c'c étant perpendiculaire' ail plan ho- 
rizontal (n* taS), la droite ^''esit l^hypoténuso d'un tiiangle 
rectangle dont les deux côtés de Vangle droit sont c^ et ce'; 
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\atx coi»éi]fleiit| si l'on mène la perpendfculaire cfc k cby êi 
Von fve»dcits:cc\ et «i l'oiy tire rhypotëimte Ibj le triangle Icb 
serii,^gal aa ttîangle c'tb^ etl'aiDgleif^e sera égal à y. 

Il en liéft^ke qiie eî l'on porte sur bl une longueur bn±abk% 
«t si Ton abaisse la perpendicnlaire na kbcj le triangle néià 
aéra égal an triangle A€i&, et le pied a de ta perpendieùlaire lux 
sera la projection iiorisonlale du point Ai On anra ak^r^an. 
La projection Tcrticale du point A doit se trouver mt \m 
perpendicidatra itâ' à la ligne de terre xy,' à une dislance de 
cetCe ligne égale kak (n^ ÊSS^ 4*) ; ^t comme vfAssaitj on 
•obtiendra la projection rerticale n . du point A, en portant 
«ttr/>^'unelongttearpa'ââAn. ' 

B^aprèS' ces considérations ^ lorèqu^ùn eonnatt le rabatte-^ 
ment A* j 8ttr te plan hort»mtal , d'un point A de V espace 
situé' dani' le plan dont les tracts at, mf ^ sont données , pottr 
construire tes projections,, aya^ du point \, on tire par Af 
une petpendieulaire à là trace horizontale tttjpar le point c\, 
où cette perpendiculaire ratcontre la ligne de terre xj , ofi 
mène' la perpendiculaire cd à xjr et lapaf'allèlà ch à ttt ; ofi 
décrit un are ,de c comme centre apec le rayon ce? ^ cet arc 
coupe ch 'en Ij'on tire la droite bl > et Von décrit un arc de b 
comme centre tu^c le rayon connu bk' ; par te point w, où ée€ 
arc coupe U y on mène la perpendiculaire ha àrbc § du pied a 
de cette perpendiculaire y on tire ae' ; perpendiculaire sur xy, 
et l'on prend pa^ :^ au; les points j a, a^j ainsi déterminés , 
sont les projections demandées du point A. 

I** Remisque. Le point A étant dans chacun des plans f^^, 
bcc'j doit se trouver sur leur intersection £c' ; la projection 
verticale de ce point doit donc se trouver sur la projection 
verticale de Hctersettion bc' de ces deux plans. Or, en tirant 
la perpendicnlaire bb' kxy^ la droite fc'c' est la projection ver*- 
ticale de l'intersection bc' (n^ WV), Par conséquent, si la cohs-- 
truttion a été faite apec exactitude , ta droite b'c* passera par 
le point a\ 

a*^ UiMARQUÉ. Les triangles l-ectangles Icb^'naby peuvent 
être considétés' comme les rabattcmens (sur le plan horizontal) 
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des triangles c'c A 9 kab (siiuésdaos l'espace ); c'est-à-ditie q^ue 
si le triangle c'cb ioyjTQe Autour du cAté cb de l'angle droit c , 
lorsque l'autre cÀté ce' de l'angle droit sera rabattu sur le plan 
horizontal i«ty^ les points c' et A yiendront respeeliveinent 
en/etenit» ' 

a* Méthode (^g. ^43). On construit d'tAord.le rabatte'- 
ment j &ir le plan honzanial klxy» de la trUce verticale mi'- du 
pUmtêtt'. 

On obtiendrait ce rab^tlemeat en dëterminaut raagle.> 
fermé par les traces m^t , «t^, (n® Wiô) , et e^ tirait par le point « 
(dam le plan horizontal) une droite afsou$ l'angle tmfs;x 9^ 
Mais il est plus simple de chercher le rabattement sur, le .plan 
horizontal d'un point quelconque t de la tiape verticale i^; 
à cet effet y on observe, que si le plai^ t^tit toump autour 4<$ sa 
trace horizontale »tj pour se rabattra sur le plan horizpnt^l, 
la distance du point l' au point fixe «, ne change pas;, déciri* 
vaut donc ( dans le plan horizontal) un arc l'rs , de « comme 
centre avec le rayon connu «/' , le rabattement di^L point l' 
devra se trouver sur cet arc. D'ai^eur8 , si Ton ^ire la per- 
pendiculaire H à la ligne de. terre xjr, et la pjçrpei^dici^laire Ip 
à <it, la droite /7 sera perpendiculaire au ^n ^i^rizontal 
(ii<» â82)^ et la droite l'p^ qui joint , dans l'espace, le point T 
au point />^ étant perpendiculaire à stija? 155), le point .^ se 
rabattra surle prolongement pq de la perpepdicula'ire Ip. à.«^ ; 
le point L% où la droite Iq rencontre l'arc l'rs, est donc )e 
rabattement du point l' sur le plan horizontal. La droite «c/*, 
menée par les points « , h\ est donc le f^abattennent cherché de 
la trace verticale «t'. 

Cela posé : si. par le point donné A\ on mène une p^ral(è)e 
à/«, qui rencontre en B' le rabattement «/*de atf:^ et «ii.lfoii 
conçoit que le .plani«/*tourne autour delà trace horizontale «f; 
lorsque le point A' sera parvenu en A, le plan^f^ ai^ra pris 
la position t«t', la droite «/* viendra sur ett'\ le point B' vien* 
dra eu b' sur et^, à une distance ttb' de « égale à «BT, et la 
parallèle A'B' à ttt prendra la position A^. La droite Ab' étant 
parallèle à (» et passant par le point b' dont la projection 
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Lorîzontale est le pied b de la perpendknlaîre b'bkxjr{n^VSS)j 
on obtiendra les projections de kb' en tirant par b* et b des 
parallèles b'df ^bn^ aux projections xjCy «f , de ^t (n* tt5). Or, 
la dfoite kb' passant par le point A ,- se» projeêtions b*(t , bn y. 
passant par les projections cheffcfaëes de A. D'ailleurs , le 
point A' étant le rabattement, sur le plan horizontal , d'un 
prâit A du plan tcil', la projeetiMi bofitontale du point A est 
sur la- perpendiculaire h'c à mt (3* remarque , page i 70). Les 
droites M, A'c, se coupait donc en un point a qui' est la 
projection borizontale cbiéf chëe 4lu point A. 

.La projection yetticale du point A devant se trouver sur la 
perpendiculaire ae' à iy (nP'SUUS), et sur la parallèle 6'/^ à a:jry 
le point a' , oà ces droites se coupent^ 6St la projection fteiticale 
du point A. . . 

D'après ces observations, pour construire , par cette 2* mé-' 
thodej les projections d'un point A du plan Uf, dont le ra-« 
battement sur le plan horiiontal est le point donné A', on 
prend un point quelconque l' de la- trace verticale ml' du 
plan tat'y.oià, décrit un arc l'rs^ de « comme centre avec le 
rayon «/'', ou tire^ la perpendiculaire l'I à la Kgne de terre ctj'y 
et la perpendiculaire Iq k la, trace horizontale mt ; la droite Iq 
coupe l'arc l'rs en un point U qui est le rabattement du 
point r sur le plan horizontal ; et la direite uf^ menée par 
les points «(, L\ est le rabattement de la trace »f sur ce plan 
horizontal. Par le point donné A', on mène A'B' parallèle à la 
trace horizontale^» ; on décrit un arc, de m comme centre avec 
le rayon connu «B'; parle point 6', où cet arc coupe la trace 
verticale «^, on mène la parallèle b'it à x^* et la perpendicu- 
laire b'b à xj", par le pied b de cette perpendiculaire , on tire 
bn parallèle h mt^la, perpendiculaire k'c à «<, menée par A\ 
coupe la droite bn en un point a qui est la projection hori«- 
zontale du point A. On mène par a , la perpendiculaire ae' à 
■ûcjr; c^tte perpendiculaire coupe la droite b'd' en un point a , 
qui est la projection verticale du point A. 

llEHARQDE. LepointB' étant le rabattement, sur le plan hori- 
zontal, du point b' (situé dans le plan tut') dont la projection 



i8a GÉÛMÉTftIE 

Imrieonlal^ e$i:if,la dmUe bW doit être perpendiculaire à la 
lP4ca, JtorizontéU» »t d^/L pian têtt! (3* remarque >ptu;e 170). 

^^ Cm ijig* ^4 ^ 9Â^^ On ctmfudt le raba^tètàerU à!", sur 
lefdqn veriicai ^ d'un point A situ^ dans un. plan ZdofU les 
traces nH,y9^; sont donnée»^ il s'agit d^ construire les pro^ 
/estions ja^a'j du point yA, , . > ; 

DesraittooiieineM aii«lo§iietà c^ux (dont Qnifiliif. «aàge 
daasle i*' cas^ cçnduiMsC aux^coAslructioai sÉtif ai^left : 

1** JAéthodb .0%« 944)* ^^ 1^ point doaB4 A' ^ M tire I» 
])erpendiculaîre AV À U ttâcc vextiÀSiW mtC ; par. le poinl c\ 
06 Mite perpendtciilam renconUre la lignéde leri« xj , on aiène 
la perpendiculaire t/c à a[^ et la parallèle c'k'. à «l' ; o» 
djécrit un arc de c' comice, centre arec lé rayon c'c; «et are 
coupe c'h^ en T; on tire la droite b'I'f et Ton décrit un ai« 
de è'^Gomme centre avec le rayon connu ^A"; par le point n\ 
où cet arc coupe èll\ <m abaisse la perpendtculatre7t<V ^ h'c'\ 
du pied a' de cette perpendiculaire, 4n Ult^ a'e pecpeadien* 
laire sur xy-y et Ton prend /)a 2= a' ri ; ks poiots^ ^' r^% aînsii 
déternùnésy sont les proj^eclions demandées du point A. 

.1** Rexarq^. Si Ton tire par b' ^ la perpendiculaire ii'6 à la. 
ligne de terre ^, la droite bc devra passer par le point a. 

â' BxiuJiQO^. Les triangles rectangles Vdb*^ n'a'b\ peuvent 
être considérés comme les rabaftemens (ëurleplanT^tibal) de» 
triangles eu'b'y kaV (situés dans l'espace) ; c'est-à-direque^sâle 
trianglec(j'Z»' tourne autour du coté c'^Me l'angle droit c^ orsque 
l'autre cdtéc'c de l'angle droit sera rabattu sur le plan vertioal 
^^X^ les points c et A, viendront. vespectivement en /' et en n'. 

%^ MÉraoDt {fig* 245 ). On prend tin point qtœlconqae l 
de la trace horizontale ai du plan t'aXy on décrit un arc Ir's' y 
da « conuae centre avec le rayon td ; on tire la perpendicu* 
laire' /^' à la ligne de terre ^i et la perpendiculaire V^ à la 
trace verticale «('; la droite l'q' coupe l'arc /rV en un point L^' 
qui est le rabattement du point / sur le plan vertical ; et la 
droite <»/*% menée par les points «, L'', est le rabattement de 
la trace ttt sur ce plan vertical. Par le point donné A', on 
mène A"B" parallèle à la trace verticale i'*\ on décrit un arc 
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^^«p.oqmme.ctotre'.avée. le Irajon cponu «&"; |mi|} )e.p(Dint^» 
oÀ cet are eoupe là trace bèruonlale mt , oixinàne la ptarallète 
Mà^/etlapopcndicoIaueM^à ;r^;4^ le pied ^' 4e cette 
lierpendîculaiie , on lire .^Vp^r^Uèle à 4rf^ ^ la piSrpeodiciiUÂre 
'A!'c'.k »/ y. menée parle point donné A% cott(Ns la droite b*nl eu 
ua point, a^ ^pû.esl la projection verticale du point A. On 
loiène par a' y ia perpendiculaire a'0 à xjri ceUe perpendicu- 
laire >60ttpe la droite bd en un poi»t a cpâ eet la proiectioa 
^wisontaledu pMot A. 

. RsvijiQtJE. La dmèe Uh" doit êèro perpenâUuhkp à la 
/i%ic« verMcale «l' du plan Mf. 

3* Cas {Jig. »46). dn .connaît M rabaii^mefU k' s'^ le plan 

'horizantala d'un point A sHué dan^ un plan Z dcvU la trace 

horizontale tct est donnée} on connait. aussi l\an§ie y que & 

'pl€Uii làfàrme.aéfcc le plan horhiontal} il 9'agit de construire 

lesprofectiGn99a^a'.xdup(dut:Kn 

LaLptajet^ioa borlaontalea^dttpejmi Af dfsv^atse troureraur 
la perpendiculaire A'c à la. trace borisontal^ eU (3* remarque ^^ 
|iage> 170) y la recherche de cette projectiGoi 9e re'duità déterr 
niner ladiatance àa. (hf dlaprèa ce<{u'0na tu (n° STO, 1*' cas)^ 
sï Von conçoit. dea dxoites men^a du point A de l'espace ^ux 
points a, 6, l'Iiypoteause A&^ dn triangle rect^glç Aab^ tor'^ 
aneraTanglô y. avec U|Q6té <i&etaera egafeà A'i&« Far corser 
-qnenl f pour censtraire f. aur le plan horisontal f le triangle A^^ 
aittté dans l'espace ,. il. «suffit de mener par ^ une dccÂte 6^|lp|l^ 
l'anglerclirssT^^depffendretess 6A%,et de tu^rparn laper-» 
pendiculaire na k bc; le pied a de cette perpendiculaire sera 
la projection horizontale cherchée du point A , et le triangle 
nba sera égal au triangle A6a» 

Ponr eonstettire )a projection verticale a' de A^ on observe 
que cette projection doit se trouver sur la perpendiculaire ae' à 
la hgoe de terreur J'y à une distance de inégale à ian (page 169). 

D'après ces observations , pour construire les projections aya'^^ 
dn point A, dont le rabattement sur le plan horizontal est A' : 
par le point donné A% on tire la perpendicidatre A^c à la 
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trace horncmuU donnée «^; par le pointé, oà cette perpe»- 
dtcnlairecovpe^t, on tire- la Hvoite br qui tmrme axechc un 
'9Lng\e'cbrégBk 4 llangle donné ^; on décrit on arc, de ^ comme 
centre afvec le. rayon connu bk' ; du point ii, on cet arc 
renèontre la 'droite 6r, on mène la perpendicnl^ûre • na à 
^c ; par le pied a de cet4c perpendicalaiite, on; tlreiai7^ per<- 
fendtenlaire tiir la ligné de terre a^i et à pattir du pointât 
idtt cette . perjNndiçulaikv rencontre ^, . ou prend snr pe' 
une longueur pd égale à an; les pointffày'a-,. ainsi. déter- 
minés, sont les projections demandées du point A. 

4* ^^ CAi?' ^4?)* On contuzU le i^abaUement k", sur le 
plan vertical È^xy, d'un point k situé dans un plan Z dont ia 
trace verticale Atf esê donnée ^ on connaît aussi l'angle y' que 
le plan 2 fait ns^ù le plan vertical jkf J- il s'^igit de trouper 
les projections y a^ a' j du point A. 

Des raisonnetnens analogues à ceux dont on a fait. usage 
dans le 3* cas conduisent à la construction sulirante^ par. le 
point donné A" , on tire la perpendiciilaire AVà la trace^rer- 
ticale donnée «t^; par le point b'^ ou cette pérpèndiqulaire 
coupe «t% on tire la droite éV qui forme a?^c'&V un angle 
égala Tangle donné r^; on décrit un are, de ^'cornue cenUe 
aVec le rayon connu b'k" ; du point it , où cet arc rencontre la 
droite 6V , on tire n'ai perpendiculaire sur Kc' ; pas le pied al 
de cette perpendiculaire,' on tire une perpendiculaire «'« sur 
la tigne de terre xj\ et à partir du point/» où cette perpendicur 
Ittire rencontre ir;^^ on prend sur pe une longueur /mi égale 
à'a'n'.Les^poîntsa% a^ ainsi déterminés, sont les projections 
d^nandées du point A. 

SV&. Quand le plan Zj qui contient le point A> est perpendi-^ 
culaire à l'un des deux plans de projection, les constructions 
des n^d76et 277, deviennent beaucoup plua simples. En 
voici des exemples : 

1*^ ËXfiliFLE ifig* 248). On connaît la projection horizon^ 
iale, a, d'un point A situé dans un plan Z perpendiculaire au 
pian vertical de projection j; la trace verticale »t' du plan Z 
est donnée; il s'agit de construire la trace horizontale ont 



DESCRIPTIVE. 185 

du plcmZ, la pro/eetion verticale «' dt$ point k, et les m- 
baliemensj k\ à! , du point k sur les pUùi$ de . prcfsction 

iieplan Z ëlant perpeodicabire.an pbn verUeul t'mr^ et k 
poiitt «.appariciuuit à la irade cherchée, on obti^adrapeltQ 
trace ea tnenaiu par k poiai #, me perpendicttUîre a£ à lu 
l'igne^de terve ay {jn^. US^ 3^). 

. La luroÎMUiQa; verticale du poiAtA. dok s«.Umiffer sur la 
perpendiculaire ae',k Oijr menée phr.lé p^utdohné a (n* Wi) ; 
et il rcstiluéttfMriàdpe du a^ 185, qoecèUe projection çstsur 
la. tracevertiealettC'.dttplanZ. Lepointa\oùa^'rencontreff<% 
est donc la psojectton /verticale danaodée du point k. 

Pour construire le rabattement A* dii point /L- sur Je pl^n 
veriical t'ttqs, on observe que là perpendicalaue menée de A «ur 
le plan Tertical est égale à ap (n"* V&j 4"); dViUenirs^ cette 
.])èffpendkalaire e»! dans le plan t'ai (a^ tôS) ,. son, pied est a\ 
eteUe^eft perpendioilaîre à la trajce.Yertlcale at'. Par con* 
«ëquent y .91 le plAn tpii toaroeantour de sa trace verticale etl\ 
lorsqu'il sera rabattu sur le plan vertical i[«tx y le point A se 
xabattpi sjoff la perpendiculaire a'df kmt^fk une distance de a' 
^ale kpai prenant donc aur a'd une longueur a' A' égale 
à paj.le point A' sera U rabattement cherché du point A sur 
le plail vertical fax<. 

. Pour construire le rabaUementj, k' » du point kf sur le plan 
horizontal tax , on observe que le point a étant le pied de la 
l>êrpendiculaircl abaissée de A jsur le plan horizon^ti^l tagr^ A Von 
lire ab perpendiculaire à «f, la droite kb^ qui joindrait dana 
l'espace, le point. A ai^ec le point 6, serait perpendiculaire 
jsur éJt (n* A5S). Or, A^est lliypoténuse d'un triangle rectangle 
dont les -deux c&téâ ab^ak, de l'angle dcoit , sont respective- 
ment égaux à />« et à pa'\ la distance de A à ^ est donc égale 
kafl^^ Cela r^uUe aussi de ce que les droites A6, /l'cty sont 
deux parallèles comprises entre deux parallèles Aa%. ba. Par 
conséquent, ai le plan t'ctt tourne autour de sa trace horizon-^ 
taie ut y quand il sera rabattu sur le plan horizontal ttix^ 
la perpendiculaire kb k tti ^ viendra sur le prolongeincat 
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bd de ahj cl le point A te rabattra tn un poiat A' de bd, k 
une di$ttoce de 6 ég^le à «ei/. 

Ainsi, pour construira le rabattement A' du point (a^ a*) 
sur le plan boriiontat » on prat décrire im arc de « conme 
ceiStre avec le rayon tui'i par le point r, où cet ara ooupe la 
ligne de terra, oft mèiie une parallèle rs à la tracealyCt pare 
on tire la parallèle adk\k ligne de terre; les* droites ad^ rsy 
àe rancontrant en un point A' qui est k rabatlcme»t cberché 
du point {a , a') fur le plan homontal ta,». 

a* ËXEMfLi; {fg. 349). On donnait le rahaHement M, sur le 
phin horizontal , d'un point A situé dqns le plan têU' parpen^ 
diculaire au plan vertical t'aj^jil s^agiide ^(mstmirB les 
projections s dy a' , du point A, 

Les raisonneiaens employés dans|e \*^ 'exemple^ condmaent 
k la construction suivante : Pour déterminer les projections 
demandées, par le point donné A% on mène des parallèies 
A>, Ay, aux droites <«, ^; on décrit un arc d» «t comme 
centre avec le rayon «erj et du potnt a\ où cet ara coupe la 
trace verticale cet', on tire la perpendiculaire a'gk oejr\ cette 
perpendiculaire rencontra la droite lif/en a. Les points a^, a^ 
ainsi déterminés, sont les projections demandées du point A. 

3* EXEMPLE (fig* aSo). On connaît le rabattement A% sur 
le plan vertical M'xy, d*un point A silué dans un plan tai 
perpendiculaire au plan vertical A^œjr ^ il s'agit de eonstnUre 
les proJêétioriSy aja',du,point A^ 

]^'ap'rès les raisonn^n^ns employés dans le t**^ exeanpiet 
Pour cofistraire les projections demandées, on mène la per- 
pendiculaire' A'V sur la tl'ace verticale 0e/; 4et du pied a' de 
cette perpendiculaire, on abaisse la perpendiculaira a'g^ cey y 
à partir du point />, où cette perpendiculaire coupe la ligne 
de terre, on prend sur pg une longueur pa = a' A". Les 
points ce ^ a, ainsi déterminés, sont les projections chèrcbées 
du point A. 

Remarque. On opérerait d'une manière analogue, si le 
plan qui contient le point A était perpendiculaire au plan 
horizontal. 
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!IY9. D'âpre c« qài pi«càde^ lorsqu'on côiitialtrà Puiie des 
|iroj^e€4Joii$ d'ttA« coUriie située dabs lui plan donné, ies itié- 
.ihe4e« iiMli<|ttées (o** A76, â« ei&> eaa^ et if" »8), foûfmront 
Je moyeu d« eoi^struiré snccessminent les dîfféreiM points de 
l'aulve ptcjoaioa 'de cette coail>e, «i de t^ouver^ fa position 
que prend cette courbe lorsqtte son plan tborne éutoorde 
ruaede;ses tvaces pour se rabattre sur le platt de projection 
4 ui contient- luette Urace. On obtiendra, de cette manière » b 
coorbe dans sa vràkie grandeur. 

9!^.' Réciproquement jf toutes les fois qu'on connaîtra le 
rabattement^ sur l'un des deux plans de projection > d'une 
eourbe située dans un plan donné, les métliodes exposées dans^ 
les n*' OT7 et fiTft, fourniront le moyen de construire les pro- 
j^ections des différens points de cette courbe sur les deux plans 
de projection. 

S8i, Lorsqu'on itaura, wésçi^dre^ un problème sur des points 
€l de& lignes qui sont d^ns un mêtne plan, les coàstrucîions 
indiquées (n°* 226« • «27^ fourniront le moyen de résoudre- 
le mêfne problème ^ quand las étonnées étant dans un plan Z, 
eonnu de position da/is l'e^space^ n& stfrotd détermittées que 
par leurs projections, sur deux plans rectangulaires. A cet 
iïffet :• nous cherçberons les traces du plan Z (n*^* flid et M6) ;. 
nous supposerona eiisuite q,ue ce plan tourne autour de sft^ 
irace horizontale, pour se rabatire sur ie plan horizontal; 
UQV^ 4e'termijaerons les positlicms^ sur le plan Z, ainsi ra^ 
battu, des points et des lignes dont les projections étaient 
données (u° 226}» Nous pourrons exécuter sur le plan hori- 
zontal, les. constructions qui détermineront les positions res«<- 
pectives des inconnues dans le plan que noua avons rabattu ;. 
enfin,, nous concevrons que ce d^ernier plaii^ tourne autour de^ 
sa trace horizontale,, pour reprendre sa position priunitive;: 
et, à Taide des constructions des n" 277 et 278 ^ nous en> 
déduirons facilement les projections demandées des points 
et des lignes qu'il s'agissait de déterminer. Appliquons ces 
considérations générales à des exemples i 
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9tt. 32* PiiOBLÀif E (^. sSl). Canmtiêaant Us projections 
des deux côfés d'un angle situé dans l'espaûe^ on propose 
d'inscrire dans cet angle une droite d'une longueur contiue C^ 
quiformeun angle connu t apec l'un des cttés donnés {ti* 48). 

Soient ûb^ ab\ ks projections de Tua des cAtë» donnés, et 
de, a'c\ les .projections de l'a aire c^lë; les projections a^ a\ 
du sominel A de Tangle formé fiâr les c6tés. cbimés , seront sur 
une perpendiculaire à la \\ffi& de terre xy (n^ftW). 

Pour trouifer les traces ett, ttt' , du plan Z de Vangleformé 
par les côtés donnés j nous chercherons les points b, c , où ces 
côtés rencontrent le plan horizontal, et les points dfy e^ où 
les prOlôngemeos des mêmes côtés rencontrent le plan ver- 
tical (n^ 244) \ la droite ta, , lùenée par les points b^ c' . sera 
la trace horizontale du plan Z; et les trois points ^yd' ^ e\ 
appartenant à la trace verticale du plan Z , devront être sur 
Une même droite ai'. 

Pour déterminer le rabattement {sur le plan korizofUcd) des 
deux cùtés donnés, nous concevrons que le plan t»^ de ces 
côtés , tourne autour de sa trace horizontale ttt ; les points by.ey 
(où les côtés donnés rencontrent le plan horizontal) resteront 
fixes ; et le sommet A se rabattra sur la perpendicnlsaire af 
à la trace horizontale at^ à une distance de g égale à l'hy- 
poténuse d'un triangle rectangle dont les côtés de l'angle dro^it 
«ont ag et ka'' (n** 276, i*' cas). Pour construire cette hypo- 
ténuse, on conduit par a, une perpendiculaire alk ag. sur 
laquelle on 'prend ah = ka' ; la droite gk est l'hypoténuse 
-cherchée. On décrit un arc, deg^ comme centre avec le rayon 
gh^ cet arc coupe af enun point A' qui est le rabattement cher- 
ché du sommet A sur le plan horizontal. Par conséquent, les 
di^ites A'by A'c, sont les rabattemens sur le plan horizontal, 
des deux côtés donnés, et b\'c est la véritable grandeur de 
Tangle formé, dans l'espace, par ces côtés [*), 



{*) Cette construction s^ccorde avec colle qui a été donnée (n^ 2o4 , 
2,* méthode) j "pow déierminev VatiQle formé par deux droites situées dans 
l'espace. 
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Pour inscrire dans l'angle bÂfc^ tme droite dont la longueur 
soit C et qui forme V angle i'at^ec le cùté h!b, on exécute là 
ccmstruction iAdiq«ée (p^^ge a4r n^ 4â ) t par u^ point quel- 
conque M de h!by on mène U droilb HR, soos l'angle RMA^ac^; 
sur MRy on prend MS=C; et par S on tire luie .paralUle 
à bk' qui rencontre A'c'en P' ; par le'potat V ^ on lire oiie- 
parallèle. & RM qui rencontre K'b en Q'; la droite Ft}' «a^ 
tisfait à la question i car d'après lès propriétés connues des pa~ 
rallèlesy on a 

P'Q^P=SMasC, et l'angle P'Q'A'«RMà'=s/. . 

Pour construire les projections de la droite inscrite dans. 

V angle Jbrfné (dans l'espace) par les côtés donnés^ on observe. 

que le rabattement de cette droite sur le plan horizontat 

étant P'Q'y si le plan A.'^ tourne autour de la tr^4;e h<Mria0n-> 

taie At, les points è, c, resteront fixes ; les points A', F',. Q' , 

décriront dans l'espacç des arcs de cercle doi^tles pians, se^ 

ront perpendiculaires à la tracé ett. Quand le a^ou^et A^, de. 

Tangle bk'c, aura repris la position primitive A. qu'il. Atait 

dans l'espace , ses projections seront a. el a' ; ,les.poiAU W ^ Q^,. 

viendront sur les côtés de l'an^^le donné» en djBs ifoinU P» Q ^ 

dont il s'agit de trourer les projections (Pfp')y (ç[, 17'). Lea 

méthodes du n^ 277 (i*' cas) sery^raiei^t à déterniinef cespiso**. 

jections. Mais, pu peut simplifier cette cpnatriielion;eiLéiFety 

le point P étant sur le côté Ac, la projection horizontale p, 

de Py doit se trouver sur la projection horizontale ac de Ac , 

et sur la perpendiculaire P'^ à ut (3* remarque,^ .page 170) ; 

le point py où P'n rencontre ac, sera donc la projeciion hori-* 

zontaie.de P. La prpjection verticale de Pdêvalitse txouver 

sur la perpendicidaire/»^à la lij^nçde t^ve:rx (u!*M!&)y et 

sur la projection verticale aW de A<^» lepoiQtpSoàps'.Ken*' 

contre a <:' , sera k^ projection verticale de P. 

Par upe raison ;s^ty^^e 9 iV^^^. ^soiivçr! les pro^'eclioiis .du 
point Q, on tire par Q' une perpe9dicu)9,ire a «it qui rencontre 
ak en Ci par ^9^ on iùc, une perpendiculaire, à xj-^ qui.ren^ 
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Ponr déterminer les traCeè nd, 0i.','du plan des parallèle^ 
/y r, on cherche lei pointa a^ c^ b'j df ^ mk ces parallèles 
rencontrent les plans de projeelion (n^ M4) ; les droites me- 
nées par ces points sont les traces demandées ; elles passent 
par nn même point « de la ligne de terre ay (n^ilSO)» 

Le point donné P étant dans le plan des pacallèles/, l\ 
on ne peut prendre arbitrairement que l'sne de ses deux 
projections ; soitp U projection horizontale doanée dupoint P« 
Ponr trouper la pro/ectiofi verticale pi de P, on pourrait 
mener par/i un plan yeiticâl quelconque (ilP Sift) ; maiicomuie 
le rabattement du point P sur le plan horizontal , devra se 
trouver sur la perpendiculaire ^h *à Ai^ menée par p (3* r^- 
marquej page 170) , «n simplifiera la cénstmotioa «n ptrenant 
gh pour la trace horizontale du plan vertical mené, pi^r p ; 
la trace verticale de ce plan sera la perpendiculaire hh^ à s^j- 
menée par h (n* 955, 3i**). Le point P étant dans chatuik. des 
plans ghh'j tuf , la projection verticale p' de P devra se trouv:€r 
sur la projection Verticale eh' de rintcrsection de «es deux 
plans (n* M9), et sur la perpendiculaire à xjr menée, par ^; 
le point /)% o& cette perpeiidieuloire rencontre e^A.%sei3i dottc 
la projection Verticale demandée da point P. 

Ponr construire le rabattement 'P' du point -If star le plan 
horizontal têtjr^ on mène |>ar pnneperpendiçulaiiw à gh^ sur 
laquelle on pirend ^^^^ np' ; l'arc décrit du poUit e comme 
centre avec le rayon <^y coupe gh an point P' demandd 

Pour irouper les rabàttèmens (sur le plan bonxonial ) des 
parallèles ly ^ y on ohferve que dans la rotation diif)iaa t^^t! 
tatoûr de sa trace- horizontale ^i^ lés. points a, Cy oà ces 
parallèles rencontrent le plan honsontal^ restant fixes^ il 
suffit de déterminer le rabattement (sur le plan horizontal) 
d^un autre point de Pune de ces parallèles ; afin de simpli- 
fier la construction, nous clierclierons le rabattement du 
point (/'pu la droite (c<i, c'^ ) reiiconlre le plan vertical; 
ce rabattement devant se trouver sur la pcrpendictilaive €^71 
à ett {dd* est perpendiculaire sur rr^^) à une distante dé « égale 
à «"f, l'arc décrit de « comme centre avec le 'rayon «et*, 
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coupera dni en un pohit lï qnisefa le ralmUemè&t . chèr«* 
ché du point ^. La droite cS, menée par let points c^ D% 
sera le râbalfement de la droite (cdj c\d! ), sur le plan horî- 
zottial; et la parallèle ^K à cS, menée' par a, sera le ra*** 
battement de la droite (06, cl h'). • • 

'Poîir déterminer le rabattement de la sécante demandée 
X^ sur le plan hotizonial)^ il suffit de mener par le point P^ 
une sécante telle que la partie comprise entre les parallèles 
cSf aKf spit égale à la ligne donnée ^ (n<» 41S); à cet effet , 
d'un point quelconque Y de cS, pris pour centre, et avec le 
rayon J^, on décrit un arc qui coupe aK en un point H ; 
la parallèle W à la droite HV, jouit de la propriété de^- 
mandée, car les parallèles comprises entre parallèles étant 
égalée , on a Q^R' =s HV = i^, 

Pour construire les projections de la sécante demandée^ 
oà conçoit que le plan P'ctf , des parallèles aK, cS, tourne 
autour de la trace ut y pour reprendre sa position primitive 
tétf'; le point P' viendra en P; les parallèles dR , cS, pren- 
droniles positions/, T; et les points Q', R\ viendront sur les 
parallèles /, /% en des points Q, R, dont il s'agit de trouver 
les projections (y, ^), (r, /). ' 

La projection borizontale 9, du point Q de /, devra se 
trouver sur la projection horizontale ab de / , et sur la per-^ 
pendicttlairé à »t menée par le rabattement Q' de Q (S* r^- 
marquey page 170) ; le point q^ où cette perpendiculaire ren* 
centré àbi sera donc la projection horitontale' demandée du 

poiAt Q. La perpendiculaire k xj-^ menée par 7, rencontrera 
la projection verticale a'b* de / ,' en uh point q^ qui sera la pro« 
jectibn verticale du point Q. 

Oh opérera d'une manière semblable, pour trouver les pro- 
jectîons r, K, du point R. 

Quand la construction sera bien faite ,' les points /> , 7 , r, 
seroni en' ligne droite, ainsi que lés points/)', q'j r'; lés droites 
pqrj p'(l'fff sefôiit les projections de la sécante demandée , et 
la vraie grandeur de ladi'oite'(yr, gV') sera égale à ^(n*»a40). 

RtBUKQuE. Lorsque la ligne donnée ^sefa plus grande que 
R. Géométrie, i3 
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la perpmdieubitc VF «baissée du ppmi V iur aK\ Tare dé* 
crit de V comme €«n4re avec, la ra^n ^, coupera aK en un 
second i»oint G ; et la parallèle k la dt oite GY , menée par F^ 
déterminerait une seconde iécanle dont la partie comprise 
entre les parallèles aK , cS , serait égale è ^ ; oe c|ai Cournirait 
ime seconde aolation de la qneatioo proposée^ Loraque / aéra 
tfgal à VF y le probième n^admettra qu'une aolution* Enfin, si 
/ cal moindre que VF , le problème sera impossible, 

985. 35* pROBLiMB {fig. a54)* Trois points A , B, C, étant 
donnés j dans t'espace , on propose de déterminer la vraie 
grandeur de la circonfénnce quipas9e par ces trois points, et 
de construire les projections des différens points de cette courbe. 

Soient ( a ^ a' ) , {hj b')tt{c^c')^ les projections données 
des trois points A, B, G, situés danaTespace. 

La construction du n^ MIS sert à déterminer les trcLces «tf , 
nt'j du plan qui passe par les points A , B » C. • ■ 

On conçoit ensuite que le plan ttU' tourne autour de sa trace 
horizontale »t\ et la construction indiquée (u^ 976 , i*' cas) 
donne les rabattemens M ^ V , C% (fiur leplan horizontal), des 
points Ay B, G. 

Il est alors facile de trouver le centre 0* de la circonférence 
qui passe par les points A\ B', (7, e t de décrire cette courbe. ^ 

Pour construire les projections des différens points de la 
circonférence qui passe par les points A, JB^ C.| on conçoit 
que le plan k!^'C»t tourne autour de la trace horizontale mt^ et 
qu'il reprend sa position primitive ^«2^ \ le centre 0\ et tous 
les points D', E', F% etc., de la circonférence k'YfG^ décrivent 
des arcs de cerclé dont les plans sont perpendiculaires à «t ; les 
points A% B% Q\ viennent en A, B, G; les autres pointa O', 
D% E', F% etc., viennent coïncider avec le centre et avec 
des points D, E> F, etc. , de la circonférence qui passe par les 
points A, B, G, de l'espace ; l'une quelconque des deux me-: 
thodes exposées dans le n* 977 ( i*' eas)^ fournit le moyen de 
construire les projections {Oyo')j {d, d'), {e, /)t CA/*)^ ^^^m 
des points 0, D, E, F^^ etc. On obtient, de cette manière , 
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ki^différen» pointe des courbe» qui j»<Hit les projatlioM de la 
circonférence qui passe par les points A, B^C; 

à*"^ JUiaiiQtiE. On n^a émuéw^é iét IVpare que les ligne» qui 
ont servi à construire Je i^abaètement A^ dupeîftt (a^ a')^ 
et las projections d^ d\ du poiol D dont le ro^atUmerU 
sur le ptau bonxontal cstD\ 

2f lUMMoms*' La tonsiniction précédente fournit une se* 

conde manière de trouver le centre S de laéw^ace Bphé^ 

riqueqid passe par quatre poîMs Ay B^ C, D, dont les 

pra^eetians sont données (n^SM). Ou cherche les projectkms 

o y o' ^ do centre de la civcoùféreikce qui passe par les points 

A, B^ G. Le œulfe S de la sphère devant être également 

distant des points A, >B, €, la perpendiculaire è au [Jian 

ABC» menée par O» passera par le contre S (n® t40); on. 

obtiendra les projections ^e cette perpendiculaire eh .menant. 

par o et cf des perpendiculaires aux traces -du plan ABC 

{n? ftiO). On déterminera de même lea projections /», p\ 

da centre P^de là circonférence qui passe par les points A, B, D, 

et Ic« pyroj^liopade- la perpendiculaire l' au plan àBD , menée 

par P. Les droites /, /', se couperont an pMUt S demandé. 

Lea projeàlions horizontales des droites /, f 9 se rencontreront 

en luipoint s qui sera la projection horizontale du centre S ; 

et les projecCiona'Terticaksdes droites i, /'^ se rencontreront. 

en un point s' qui sera la projection rérticale dn centre S. 

Si la construction a été faite avec exactitude , la droite ss' 

setfa parpeodieulàire sur la lî^e de terre (n® d86). De plus» 

le plan Qdes droites l, /',. étant perpélidicnlaire à chacun 

dea>plaâis ABC> ABO (n*> £80)^ sera aussi perpendiculaire à 

leur ImeraeeiloÀ AB {nf* #60) ; les traces du plan Q devront 

donc être respectivement perpendiculaires aux projections de 

h'drMteAB(n«l|3V)i 

Hilt 5fr PfeofiLfcMÉ (/g*, 455). Troie points A, B, G, étant 
dOnftéè dùrts V espace j ùtt propose dé construite le cercle ins-^ 
crit dàné îè triante fermé par les drtdtès qui joignent ces 
troiè points j et de trouifer les projections de In circonférence 
devé cercle. 

i3,. 
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Soient, (ay a'), (à, V) el (c, c')> l«^ pfôjecliant âonméw» 
des trois points A , B, G. 

La constittctîon du n'.MiS sort à dilerminer les traces ^it^ 
Mi' y ibi ptan quipassê parles points A , B , C. 
: On conçoit ensniCo que le plan U( tourne autour de sa trace 
horizontale ai ; et la construction du n® OT6 ( i*' cas) donne 
les rabaiumens A^ B\ C, (sur le plan horizoniûl)^ des trois 
|Knnts A,By€. 

On tire les droites A'B\ AV, VC, et l'on décrit la cîrcon^ 
férence inscrite dans le triangle k'VG ( Remarque dun'' %). 

Pour trouf^er les projections des éifférens points de la cir^ 
conférence du cercle inscrit , on conçoit c(ue le plan k'JfCmt 
tourne autour de la trace horizontale 9tt ; quand ce plan aura 
repria sa position primitive tmt! ^ les points A% B' , G% Tiendront 
en A, B, €;et les points M', N% P', etc., de la circonférence 
inscrite dans le triangle A'B'C, Tiendront coïncider aTec des 
points My N, Py etc. 9 de la circonférence inscrite dans le 
triangle ABC. I/une quelconque de&deuz méthodes du n® tY7 
(i" cas) servira à construire les projections ("»,?»'),(«,«'), 
{PiP')i etc.j des points M^N^P^ etc. 

987. 37*PaoBLiHB (fg. a56 et 267). Connaissant laprojec^ 
tion horizontale , a ^ d'un point situé sur une surface sphé-^ 
rique dont le centre C et le rayon R sont donnés, construire 
la projection verticale de ce point. 

La verticale .qui passe par a , rencontre la surface sphë- 
rique en deux points A, B, dont il s'agit de déterminer les 
projections verticales a\ b'. Ces projections dcTant se trouTcr 
sur la perpendicuUire aef à la ligne de terre xj-j il suffit 
de déterminer les distances des points A et B au plan hori- 
zontal acf. 

\^ Mjêthode {Jig. 256). On conçoit un plan vertical qui 
passe par le centre .(c, c') de la sphère et par la projection 
horizontale doanée.a; sa trace horizontale est la droite ^t, 
luenée par c et a , sa trace verticale est la perpendiculaire at^ 
à xjy et il coupe la sphère suivant un £^nd cercle dont le 
rayon est R. Si Ton fait tourner le plan tttt' autour de sa trace 
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horizoûtale «/, lorsqu'il sera rabattu sur le plan horizon lai, 
sa trace verticale «f' tombera sur la perpendiculaire «T à «f; 
le centre C de la spfaire viendra en €' , sur la perpendicu- 
laire ^R' à «<, à une distance cG^ = dc\ car la droite Ce 
est perpeiïdicalaire à «d et égàk à dc'\ la circonférence A'B'F',* 
décrite de Q! comme centre avec le rayon Bt, sera le rabattement 
(sur le plan horizontal) de la section de la surface spliérique 
par le plan Im^'; la verticale, mtenée par a, se Tabattanft sur 
la perpendiculaire aE' à «e^ les points A% B^, ou cette per- 
pendiculaire rencontre la circonférence A' B'F\ sont les rabat^ 
temens (sur le plan horizontal) des points A, B, où la 
verticale menée par a rencontre la surface spkérique. Les 
distances des points A y B, au plan horizontal, sont donc res- 
pectivement égales attx lignes A'a, "Va, On obtiendra donc 
les projections verticales demandées a\ V y dés pointa A , B y> 
eu portant sur pe' ^ des longueurs pa' ss aA' , pb' ss'^rB^ ' 

Si le plan /«T'. reprenait sa position primitive tti^f , les points 
G', A', B', viendraient en C, A, B; et aE' viendrait coïncider 
avec la verticale qui passe par a. 

D'après ces considérations : Pour construire lès projection» 
vérticahs des points A , B| de la surface sphérique y dont la 
projection horizontale est-, a > on tire par a et c des per* 
péndiculaîres aE', cK% à la droite ac^ on. porte sur cK% une 
longueur cQf = de'; la circonférence , décrite de G^ comme 
centré avec le rayon R de la sphère , rencontre aB' en deux^ 
points k' j B'; sur la perpendiculaire ae à la ligne de terre 
oejr, on prendjpa'. ss aA% pb'sssaBf; les points a', &% ainsi 
déterminés, sont les projections verticales demandées de» 
points A et B, de la smrface sphérique. 

2* MiTHooE (6g. 257). On conçoit un plan qui passe par 
la verticale Ce et parle point a; ce plan coupe la surface 
delà sphère suivant Tnn de ses grands cercles ^ la verticale 
élevée en a est dans le plan Gca j et elle rencontre la circon«>* 
férence de ce grand cercle en deux points A| B, dont il s'agit 
de trmiver les projections verticales a\ V . On suppose , à cet 
effet y que le plan Cc<i tourne dutonr de la verticale Ce; le 
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point a décrit t dans le plan horuoBUl , un arc de cercle 
dont le ceatre e$% c et dont le myon est ca ; les pointe A , 
B| décrÎTenty daaa l'espace, des arcs perallèleiau pbn ho* 
riiontal, dont les rayons sont égaim 4 c<i; leii projections ¥er<r 
ticatee de ces arcs sont parallèles à la ligne de terre srjr. Enfin , 
lorsque le plan qui passe par la verikale Ce a prie une po- 
sition parallèle au plan vertical c'^, ea trace borizOnlalc 
eet la parallèle cd ^ xjr; le point a vient en m, sur cd^ à 
la distance cm =p c^r ; la verticale akB vient coïncider avec 
la .verticale menée par m et dont la projection verticale est 
la perpendicniaire mg' k crjr; l^ circonférence du grand 
cercle de la sphère situé dans le plan Cca^ devenant parallèle 
au plan vertical c'xjtj sa projection verticale sera la circon* 
férence ^mV décrite de c' comme centre avec le rayon R 
de la sphère. Il suit de là, que les points m\ n' y où la per- 
pendicnlaire m^ à xjr rencontre la circonférence tfnils'j 
sont les projections verticales des points M, N , où la ver- 
ticale élevée en m raicontrelacirconCérenoe du grand cercle 
de la sphère situé dans le plan Qçd. Si ce dernier plan tdurne 
autour de la verticale Ck: » pour reprendi^ 6a peisition primitive 
Cca^ la verticale mMN viendra coïncider avec la verticale aAB; 
les points M, N, décriront des arcs parallèles au planhori-* 
zontal, dont les projections verticale? aerMt leaparallèlesi^^À", 
n'ky à a;^; et les points M, N , viendront en A et B; les 
projections verticales demandées des pointa A, 6, doiventdonc 
se trouver sur les parallèles m'h\ n'k\ Mais ces projections 
sont aiissi sur la perpendiculaire ae'. à œjr ; les pointa 0% b\ ou 
cette parpendiculaii'e coupe les parallèles m' A% n'h^j sont donc 
les projections cherchées des points A^ B» de la suilace 
spbérique. 

Ainsi , pour construire , par ceU0 s^coaée méthode , lespror 
j^tUonfi verticale» de$ 4^ux pcirU» de l» §urfmce eiphérique 
4mt la projeçUon hoH^fiiUale e$t kfpçinl donni^ as on dé-t 
crit un arc» dq c comme centre avec le rayOn c«; cet arc coopê 
la parallèle cd à la ligne de terne o^i en un. point >7» ; lon tire 
\% perpendiculaire mg' à xjr\ par les points im\ n! j où cette 
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perpemlknlftirc rencontre lacirGOoference décrite de c' comme 
centre avec le rayon de la sidtèrey on mène dea parallèks 
m*h\fiSky k(x^\ ces parallèles coupent la perpendiculaire utt' 
à âTT*, en des points d ^ h' y qui sont les projectioni verticales 
demandées des deux points de la sarfaee sphérLque dont la 
projection horizontale commune est a. 

9S8. 38* PnoBLÈHE (yîg. 256). On propose de ^cnsiruire le 
plus ctnirt thetnin d'un point à un autre y sur la surface d^une 
sphère dont le cenire {Cxc') et le raj-on R sont donnas, 

Soient a et 6 les projections horizontales des deut points 
de la sur&ce spbériqoe. La Terlicale élevée en a rencontrera 
la surface sphérique en deux points dont oft déterminera lea 
projections verticales a', # , par Tune quelconque des deux mé* 
thodes du n^ f87 (on a fait usage dans la figure 258 delà 
2* méthode). On construira de même les projections ver« 
ticales b\ C, des points de la surface spbérîque dont la pio-« 
j[ection hori:^ntale commune est 6. 

Cela posé : pour déterminer le plus couH c^hèmin {m*K A» 

sphère) du point (a, a') au point (b» b') , on ohserfe que 

cette ligne étant Tare de grand cercle qui joint ces deuib 

points (n^SCMI) y la question se réduit à construire les pro«» 

jections decet arc. Pour j parvenir , on cliercbe les trAce#. 

tttj Jffy du plan qui passe par les trois poiuta (a» a') y {by V)i 

(^y O9 (^** 94^); on conçoit ensuite que ce plan tourne 

autour de sa trace borinsoutale ai ^ et Ton construit le» rabats 

temens A', B% C, de ces trois points sur le plan hoi4x6tiFtal 

(n*^ 976 , i** tas) ; si h construction a été £ilfe avec exacti-« 

tude, les distances de C aux points À% BV seront ^aleto au 

rayon R de laspbère; l*aTc MVUVy décrit de G comme cetitrt 

avec le rayon R , sera le rabattement, sur le plan hori^ontiti^ 

du plus court tbemin demandé. Pour construire les prbjec- 

tions de cette ligne , on imaginera que le plan GW tourné 

autour de la trace ta , foxxv teprendre sa ' {>ositidn primitive 

€«^;,Varc A'M'B% viendra coïndder avec l'arc de grand cerèle 

qui joint le point (a^ a') au 4>oint (^, b'); et Tune quèt^» 

conque des mc'thodes du if^ %n (t*' cas) servira à délcc- . 
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miner les proj^clions (w^ m')^ (n, n*), ^jtc, » 4e|, difte>en« 
painUy M, N, etc., de ce deirniea* arc. 

ft89. .39** PaoBiiàiiE {Jlg. %i^. CçnMissani la projection hori-i 
zotUale, a, d'un poiiU A situé sur une surface de révolution 
dont l axe et la génératrice sont donnés , construire la pro^, 
jection verticale, a'j dit point A. de cette surface* 

Nous supposerons que Vaxe de la surface de révolution est 
vertical et que tous les poials de la génératrice spnt dans ua 
plan qui passe par l'axe. Tout plan conduit par Taxe, coupera 
la surface de révolution suivant une ligue qui sera égale à la 
génératrice; chaque point de la génératrice décrira uu arc 
de cercle dont le centre sera le pied de la perpendiculaire 
abaissée de ce point sur Taxe , et dont le plan.sera horizontal; 
de sorte que la projection verti/cale de cet ace sera une paraI-> 
lèle à la ligne de terre xy. 

L'axe étant pierpendiculaire au plan bori^onti^l; sa projec-*r 
lion horizontale est un point c, et sa projection verticale est 
la perpendiculaire cf à la ligne de terre xjr. Gela posé : si 
Ton conçoit un plan % qui passe par Taxe et par le point a , ce; 
pUn coupera Is^ sur&ce de révolution suivant une génératrice ; 
la verticale élevée en a > rencontrera cette ^nératrice a.v^ 
point A dont il s'agit de trouver la projection verticale a\ On 
obtient cette projection à l'aide de raispnneinens semblablea à 
ceux dont on a fait usage dans la 2* méthode du n® S87 ; on 
conçoit que le plan Z tourne autour de l'axe de révolution ; le 
point a décrit 1 dans le plan horizontal, un arc dont le centre 
est c et dont le rayon est ça, ; le point A, décrit ^ dans l'eapace , 
un arc bpifizjpntal dont le rayon est égal à ca. Enfin , lorsque 
le plan Z a pris une position parallèle i^u plan vertical de pro- 
jection , sa trace horizontale est la parallèle cd à xjt'^ le point a 
vient en in y sur cd^ à la distance cmz=zcq.y la verticale aL 
vient coïncider avec la verticale menée par m et dont la pror 
jection verticale est, la perpendiculaire m^ 4. ^î la généra- 
trice , située dans le plan Z, ayant pris une position parallèle 
au plan vertical de projection , sa projection verticale q'm'^' 
ef t çonnuç , car elle est égale à cette mèn(ie génératrice:. Il sm&A 
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de là que le point ni^ où laperpeadicolaire i^^ à xj^ ren*^ 
contre la gâiératrice q'm's', est la projection,, verticale di| 
point M y où la verticale élevée en m rencontre la généralrîce 
située dans le plan vertical conduit par çd. Si ce dernier plan 
tourne autour de l'axe de révolution, pour reprendre sa po- 
sition primitive Aoc^ 1a verticale mlA viendra coïncider avec 
la verticale ak ; le point M décrira un arc horizontal dont la 
projection verticale sera la parallèljB niK à xj, et M viendra 
en A. La projection verticale du point A doit donc se trouver 
sur la droite m'h'.^ Mais cette projection est aussi sur la per» 
peuidiisulaire €ie* à xy. Le point a! d'intersection de ces deux 
diroites sera donc la projection verticale demandée du point A. 
Ainsi, pour construire la projection verticale du point A > 
iiont la projection horizontale est le point donné j a y on dé- 
crit, un arc de c comme centre avec le rayon ca ;^cet arc coupe 
la parallèle cd à la ligne de terre xjr^ en un point ^i ; on tire 
la perpendiculaire mg' à xj- ; par le point m', où celte per- 
pendiculaire rencontre la génératrice q'm's^ on mène m^h' pa^ 
rallèle à xjr; cette parallèle coupe la perpendiculaire ae' kxjr^ 
en un pointa' qui est la projection verticale cherchée du point A 
de la surface de révolution. 

1**^ Rehabque. Le problème du n® 287 n'est qu'un cas pai- 
ticulier du problème général que nous venons de résoudre ; 
car la sphère peut être engendrée par Un demi'^ercle qui 
tourne autour de son diamètre» 

2^ Remabque {fg. 260). Lorsque la génératrice est une ligue 
droite I qui passe par un point fixe (c, c') y de Taxe vertical de 
^révolution et qui forme un angle constant y avec cçt axe , la 
surface de révolution devient un c&ne droit. Le plan, mené 
par Taxe parallèlement au plan vertical c'xjr^ coupe la sur- 
face du cône suivant upe génératrice qui forme l'angle y avec 
Taxe; on obtient la projection verticale de cette génératrice, 
en tirant par le point c' une droite cV sous l'angle qc's' = y. 
Le plan horizontal coupe la surface du cône suivant une cir- 
conférence dont le centre est c et dont le rayon est égal à qs\ 
, (i^ construction qui vient d être indiquée fournit le moyen 
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de trotlTer la projection verticale a' y du point de la surface du 
cône dont la projection Lorizontale est le point donn^ a. 

890. 4o* Problème, Connaissant les projections {a , a*) > 
(ft j b') > (c > c') j (d j et) j (ej /) , etc. , de plusieurs points 
kj Bj Cj Dj E^ eic.j de l'espace , reconnaître si tous les 
points A., B, C, Dj E> etCj sont dans un même plan. . 

On cherchera d'abord les traces du plan P qui passe par 
les trois points A, B, C, (n*!l4tf). Par la projection vertî- 
cale d^ du point D , on concevra une perpendiculaire au plan 
vertical de projection , et l'on déterminera la projection ho- 
rizontale du point de rencontre de cette perpendicnlaîre avec 
le plan P (n* M7); pour que le point D soit dans le plan P^ 
il faut et il suffit que la projection boricontale de D (amsi 
déterminée) , coïncide avec la projection donnée d. 

On reconnaîtra de même , si le point E est dans le plati'P 
et ainsi de suite. 
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Note sur le n'^MS. 

291. Les construetioi» indiquées (iio!l42) pour déterminer riiitersectto» 
de deox plans sont en défaut , lorsque les traces de ces plans passent paf 
un même point de la ligne de terre ^ et lorsque les tracas horizontales ou 
Yerticales se coupent en un point qui sort des limites de la feuille sur la- 
quelle on Tout tracer Vépwe, Dans ces deax cas y pour trouver Viniersection 
des plans dont les traces sont données , on coupe ces plans par un plan 
auxiliaire que l'on ditpose de maniera que ses intersections a«oc les 
deux plans donnés s^ rencontrent en un point dont les projections m 
sortent pat des limites de Vépure; ce point appartient à llntersectioD 
demandée. 

i^^ Cas ( fig. q6i et ol&i ). Soient «^ «i', les traces de Pun des plans y et 
«T, otTy les traces de Taotre plan. Ces plaiu piiMânl par le point «, Iss 
pttjecUons de leur intersection passeront aussi par ee point^il «ifiitdMic 
de trouver les projections d^un autre point de cette intersection. 

ire MiÎTHODE (fig. a6r). On coupe les plans txtf, TaT', par un plan 
auxiliaire cCc'. On construit les projections bd, Vêfy de l^uttersection W 
des plans eZt^y ttiLi*\ et les pvojections e^, ^^y de riDt«nttction>^ ()es 
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pUB« eCc% Taiy. Les droites bd, egy se coupent en a ; les droites h'd", 
é'^y se eoupent en a'; et les points a, afy 'ainsi déterminés , sont les 
pro|eetions du point de rencontre des droites dh\ gg' ; le point («,«') 
appartient à l'intersection demandée des plans txt'y TaIY. Les droites «/*, 
etfy menées du point « aut points a, a% sont les projections de Tinter- 
eeetion des plans taetf, TaIY. 

a* Méthode (fig. a6a). Par un point quelconque C de la ligne de terre x^, 
on mène ua plan V peipendiculaîraà cette ligne; la traee horisontale du 
plan V est la perpendieulaire Ce à.a^r, et sa trace verticale est la perpen- 
dioulaire Ce* k scjr* ha plan V coupe les pkns tuiff TmT', snlTant deux 
droites f> I'; et ees droites se renoontreat euv un point A qui appartient à 
rintemeatlon des plans ix/, T«tT. 

Pour obtenir les pregectioos du point A, on conçoit d'abord que le 
plan V tourne autour de sa trace horisontale Ce ; et Ton cherche les ra- 
bettemens dB', gEfy des intersections 7, if, sur le plan horisontal eÇy j les 
droites M, §£', ee coupent en un point A' (ftà est le rabattemekit de A ; 
et Ton en déduit ftioileniettl les projections du point A. Nous allons exéeu- 
fer.ces eonstructioDs. * 

LHnterseotion des plans cCc'y tdjfy est la droite I, qui rencontre le plan 
boriseatal en 4, et le j^an Tertical en V\ cette intersection est donol'hy- 
poténaso d'un triangle dont les deux côtés de Tangle droit sont Cdy Cb\ 
X)e même y la droite 1% qui rencontre les plans de projection aux points 
gy éy est rfaypotéouse du triai&glâ dont les deux cétés de Tangle droit 
pont Cg et Ce'. 

Si le plan V tourne aulour de sa trace horizontale Cr, les points d, gy 
des diwtes I, Vy resteront fixes ; les pointe If y tfy de ces droites , décriront 
dans le plan vertical c'fyy des arcs dont le centre oommun sera C et dont les 
rayons seront C&', Ce'l les points B', £', où ces arcs coupent la ligne de terre, 
seront les rabattemens des points h\ €y sur le plan horizontal cÇy-y et 
par suite, les droites dB', |rE% seront les rabattemens des intersections 
/y f. Le point A% où les droites dWy gEfy se rencontrent, sera dqnc le 
i«batlement de lUntersection A des lignes l^V, 

Enfin) si le plan cCjr tourne autour de la trace Ce, pour reprendre sa 
position Vy perpendiculaire à 07, les droites. dB', ^, viendrevt coïncider 
^vee les ûtersectiQns ly V ; le point A' Tiendra coi(ncider avec le point A 
dont la projection horizontale sera le pied a de la perpendiculaire abais- 
sée de A' sur la trace Ce. La disUnce Aa, du point A au plan horizontal ^ 
étant égale à A'a> on obtiendra la projection verticale «' de A, en pre- 
nant sur Çff une longueur Caf ^=.aà!. 

Ainsi, pour eomtnUre, par cette seconde méthode, les projections 
de Vintersection de deux plans to^, T«T, qid passent par un même 
point ce de U ligne de terre ay, on tire une perpendieulaire quelconque 
et/ à jçr, qttt i«noontre les droites bd', «T', s^r, at, «fT, en des points b% 
^% C, <^ ^} on décrit des arcs de C comme centre avec les rayons C**, 
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Ce'i ces très rencontrent U Ujpiie de terre en des points B^, £' ; ptr le poini 
A' dUntersection des droites dR% gE,', on tire des perpeodicaUires A'a^ 
A^p, aux lignes Çc, Cx\ on décrit un arc de C comme centre avee le 
rayon Çp\ cet arc rencontre la droite Ce' en a'. La droite «// menée par 
les points «t» '«, est la projection horizontale de Tintersection des plans 
txtfy TecT'; et la droite of', menée, par les points k, a', f»% la proje^on. 
verticale de cette même intersection. 

a* Cas. i'* Mbtvodb (6g. a63). Soient, «f, «f', les deux traces de Tan 
des plans donnés, et ^, CT', les deux traces de Tantre plan. La position 
du plan ao^liaire V étant arbitraire, nous le supposerons parallèle au plan 
▼ertical de projection ; sa trace horizontale sera une parallèle ed à la^ ligué de 
terre j^r; il coupera les plans txtf, TCT, saivant dès droites I, f, qui con- 
courront Ters un môme p<^n( A de Tinterseetion demandée des plans foc<', 
TCIY. Les droites /, l\ rencontrent le plan horizontal aux pojnts c, à^ 
dont les projections TCrticales sont les pieds </, d*, des perpendiculaires 
menées des points c, J, sur j^r; de sorte que les points c'y dF^y af^ar* 
tiennent respectivement aux projections verticales dès droites /, /'.Mais 
les lignes I, V, étant respectivement parallèles aux traces verticales Atfy 
Cïf {n^ ilfS), leurs projections verticales sont aussi parallèles à ces inémes 
traces (n9 293); on obtiendra donc les projections verticales des droites 
I, ¥y en conduisant par t' et <f des parallèles e^g^, d'Vy aux traces ver- 
ticales «tf', CT'. l£S droites c'^, d'h', se rencontrent en nn point a' qui 
est la projection verticale d^un point A de llntersectUm. des plans txt'y 
TCT^ Le point A étant dans le plan vertical V dont la trace horizontale 
est cdy la projection horizontale de A est sur cd^ la perpendiculaire à xjr^ 
menée par a', rencontre cd en un point a qui est la projection horizon-- 
taie du point A (n» 95^). 

Ainsi, pour trouver les projections d'un point de l'intersection des plans 
txï , T6T', on tire une parallèle quelconque à la ligne de terre xy ; par 
les points c, d, où cette parallèle rencontre les traces horizontales k(, 
CT , on mène des perpendiculaires k xy^ et par les pieds c% d'y de ces 
perpendiculaires, on conduit des parallèles c'^y d'h', aax traces verti- 
cales af*, CT' } par le point dMntersection tf' des droites c'g', <PA', on tire 
une perpendiculaire à 07 qui rencontre od en a ; les points a', a , ainsi 
déterminés , sont les projections demandées dVn point A de Tintepsection 
des plans totif, TCf. 

On trouvera de même les prejeetions h y l/y dW second point B de 
rintersection des plans totfy TCT', en menant un autre plan parallèle au 
plan vertical de projection. 

liCs droites ah , cfVy indéfiniment prolongées , seront les pi«|^tions de- 
mandées de rintersection des/plans tôt' y TCT', 

On pourrait aussi déterminer les projections de rintersection des plans 
txt'y TCT'y en coupant ces plans par deux plans auxiliaires parallèles au 
plan horizontal. 
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RnAmoue. P<wr q»'»» P^*** auxiliaire, mené parallèlement à Tun de» 

plans de projection, détermine un point de l'intersection des deux plans 

donnés , il fout et il suffit qiie ce plan auxiliaire rencontre les deux traces 

horizontales ou Verticales des plans donnés , et coupe ces plans suivant des 

lignes dont les projections verticales ou horizontales se rencontrent en un 

point qui ne sorte pas des limites de la feuille sur laquelle on veut tracer 

Vépure* Lorsque les traces des plans donnés seront disposées de manière 

qu'aucun plan auxiliaire ; parallèle à l'un des plans de projection , ne pourra 

satisAiire à la condition que nous venons d'indiquer, il faudra recourir à la 

méthode suivante : 

a« Métrodk. Par la ligne de terre ay (fig. 9M) on mène un plan auxi- 
liaire quelconque; il coispe les plans donnés /«i', TCF, suivant deux 
droites «K , CR (situées dans l'espace), qui passent respectivement par les 
points connus a, C, et qui se rencontrent en un certain point M de l'in- 
tersection cherchée AB des plans <«<', TCT. Pour trouver un autre point 
de chacune des droites aJU, CR,' on mène arl^itrairement un plan V pa- 
rallèle au plan vertical de projection ; sa trace horizontale est une parallèle 
pq èixy (nO 230); il coupe le plan «MC suivant une droite PQ qui eai 
parallèle à xy^ car ptj étant parallèle à a^y si par un point quelconque de 
l'intersection PQ des plans PQa;r, PQp^, on tirait une parallèle à ayr^ 
cette droite, qui serait aussi parallèle à pif, (n© 136), serait tout entière 
dans chacun de ces deux plans (n*» 123). Le plan V rencontre les droite» 
ciK CR, en des points E, F, situés dans l'espace. Chacun des points 
c E, se trouvant à la fois dans le plan VQp^f et dans le plan ut', la 
droite cG qui passe par c et E , est l'intersection de ces deux plans. Cette 
intersection est parallèle à la trace verticale ut' du plan ut' (no 1S5). 
Par une raison semblable, la droite dH, menée par les points rf, F, est 
l'intersecaon des plans PQ^^ , TCT', et cette intersection est parallèle à la 
trace verticale CT' du plan TCT'. 

Mous alloua fiiire voir , dans lAfgure afiS, comment on peut construire 
les projections des droites PQ, cG, dE (Bg. a64) , situées dans l'espace ; nous 
en déduirons successivement les projeotions des points E, F, où la première 
droite coupe les deux autres, et les projections des droites «K, CR; les droi- 
tes «iK , CR, se rencontreront en un point M qui appartiendra à l'intersec- 
tion cherchée des plans <«/, TCF. 

Les droites PQ , cG, iH, éUnt dans le plan vertical dont la trace horizon- 
tale est^^, leurs projections horizontales se confondent avec cette trace. 
• La droite PQ étant parallèle à la ligne de terre xr, sa projection ver- 
tidaleest parallèle à jçr (n9 M5). D'ailleurs, chacun des plans M*C, 
Effcd, pouvant prendre une infinité de portions, il est facile de les dis- 
poser de manière que le» projections du point M nesortiwit pas des limites 
de la teUle sur la<|u«ile on trace Vépure , et une parallèle quelconque / ^' à 
xy peut être considérée comme la projection verticale de la droite PQ. 
On «ient de toir que les droites cG, <ffl, sont respectivement parai- 
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lèles aux'traces Tertioales «<', CJf; et comme elles reaeoutreiH le pliqi ho- 
rizontal aux points e^ d, dont les projections verticales sont les pieds c^j, cT,. 
des perpendiculaires menées de c et d sur xXy on obtiendra les projections 
verticales des droites cG , <2H y en tirant par les points ç', d', des parallèle» 
e^g, d'h*y aux traces verticales eii\ CT'. 

La droite p^q^ rencontre les droites c'^, ^h\ en des points e^, /', qui sont 
les projections verticales des points £, F j et le» pieds e, /, des perpendicu-. 
laires abaissées des points e^J"^, sur p^i, sont les projections horizontales dea 
mêmes points E, F. Il suit de là que les droites «e'A^^ tt/ek 9 sont les projec- 
tions de la droite «K , et que les droites Ç/'r', Çfr, sont les projections do 
la droite CR. 

Enfin, les droites «^^ ^r', êé coupehten un point m' qui est la projection 
verticale cberchée du point M, et Pintèrsection m des droites uk, Cr, est là 
projection horizontale du même point M. 

Diaprés ces considérations, pour construire les projections de Vin' 
tersection des deux plans txf, TCT^ (fig. 265)^ on tire deux parallèles 
quelconques pé/y p'tf^ à la ligne de terre xy ; par les points ^ , J, où 
/p^ rencontre les traces horizontales att , CT, des plans donnés , on mène 
des perpendiculaires à x/; et par les pieds «% if, de ces perpendiculaires, on 
eondnit des parallèles e'g^yd'h'y aux traces vertioales xfyCV'y qui rencontrent 
^y , en / etf^ par les points *, e', on tire la droite a^j et par les points C,J', 
on tire la droite C/; les droites «A', Cr', se coupent en m'; par è'etfjOn abaisse 
des perpeiKliculBires à xy cpn rencontrent pq en e et y,* les droites aJk , Cr, 
menées par d , «, et par C, /, se coupent en m ; les points m^, m, ainsi déter- 
«Oinés^ sont les projections d^un point M de nntérsection cherchée des 
plans ui* y TCT'; de sorte que la droite n/tn doit être perpendiculaire à or* 

On obtiendra y d^une manière semblable , les projections n, n'y d^un second 
point N de Tintersection demandée. 

Les droites mn, n^n'y indéfiniment prolongées j seront les projections de 
Pintèrsection des deux plans donnés <xt', TCT^. 

RsMABQCE. Lorsque les diverses construotiouB quonous véboas dUndiqiM» 
seront en dé£iut , on pourra en conclure, que les projcetibiis- de tous les 
points de rintenection des deux plans donnés, soetamtdes limites delà fisÉnUe 
«ur laquelle on veut trader Vépure* 

Note sur le n* Ô46. 

■ 

S92. La construction indiquée (n'^ S^)» P^^ur krouMOff les traces d» plan 
déterminé par deux , droites fui se cçupemy est en . 4i£l Ut . lorsque les 
projections de ces droites passent par un même point a 4e I9 ligne déterre. 
Dans ce cas particulier, les traces du plan cherohé .passant par le point a, 
il suffit de trouver un autre point de chacune de ote traces ) à cet eflet^ 
on prend ui> point sur Fune des droites et un point sur l'autare droits; la 
droite menée par ces deux points étant tout entière dans le plan eherché^ 
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M95 point* iêmih am m i tp tTM let deux plany 4q praÎMtlon <AélwH|ia«nt un 
«•fond poini.^t jcltiwiitte des traces elier«hé«f * 

Pmt «xenqdft» loieiit tAy mlf (%. a66), 1«b projections de Fonê d«t 
dfolteAf ci «e, tu^^ le& pr<4*0tUmi de rtutre dffoit#; par deu pointe d, 
«y de» pNÎcBtiiMM faoïrlzoBtftie» vh, uCy des droites données, on mène 
des perpendiculaires à la li^e de terre «r > qni feneontrent en d^ et e^ 
les projectÛMM lartmlee «6% «v^, de ees droites ; d et <f sont les projec- 
tions d'un point D de la droite («^, a^) ; et e, e', sont les projections 
d'an point S de lâdroHo {me, me')] la droite DE, menée par les points 
D, £, sera tonft .entière dans le plan demandé; ses projections seront les 
droiltce de, d!é\ et en chereha«t les points m^vl^^ik la droite DE pro* 
longée rencontre les plans de projection, les droites «tc, ^f^ menées du 
PMOt « awi pointe m, n', sfetont les «racbs demandée» du plan^qni passe par 
1«B deux draitea données. 

Voie sur le nP 5711. 

5295. ProbUhk (fig. 267). ComuUstant deux <mf^$ plans, h, c» d'un 
«mgle solide triple, €t Vangle dièth'e C opposé à Vangle pUm, h, consinùre 
,le troisième angle plan, a, et les deux autres angles dièdres «, y» (n<^ SI791). 

Les raisonnemens qui ont conduit {vfi 972) à la constroction de- l'angle 
plan a> sont œux dont on fait usage habitiwliemsnt. Nous allons' faiffs 
▼oir que la théorie des rabattemens pent servir à simplifier ces raison» 
nemens. 

îilous supposerons que l'angle plan ÂSB sec, formé par les^'ètesSA, 
SB, de la pyramide, est dans le plan horizontal de projection, et que le 
plan Tertical de prcjeetîou est perpendîcnlaivft à l'arête SA, en an point 
queleooquû^) do sorte que la ligne de terre xy sera perpendievleiro à SA. 

Pour, tromper le point F', oà la ttoinème arête SC de la pyramide rem- 
contre le plan vertical t'^^ on GO»Qoit quo le. pion CSA tot^rnA anloor de 
sa trace horiaontalo SA , pour se rabattre sur le plan horisontal Sair^ 
J'arète se (située dans l'espace) Cormant aTCo SA, l'angle donné ^, on 
obtiendra le rabattement de SC sur le plan horisontal Sji^y, en tirant, dans 
ce. plan , la droite SD sons l'ange ASDzs & ; le point cherché £*' (de SC) 
décrira dans le plan Tertical F'^ , un arc do cercle dont le centre sera g^ 
ce point se rabattra donc au point /, où SD renoontto xjr. Le point F^ 
demandé se trouvera donc sur l'arc /«TF*, décrit do g comme centre oTOc le 
rayon connn g/] et 1^ sera la Traie distance du point S au. point V'- 

Pomr obtenir une seconde ligne qui contienne le point F', on obsenre 
que ce point de l'arête SC , étant dans. le pis» CSB et dans le^ plan toto 
tical 'F^Jt^Tf doit se trourer sur la trace Tcrticale pZ' du plan CSB. Or, 
on connaît la trace horizontale SB du plan CSB et l'angle C qu'il forme 
arec le plan horizontal ASB ; il est donc fiicile de construire la trace pZ' 
(pages 176 et 177) ; à cet effet, on tire par ^, la perpendiculaire ^ à SB 
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6t U parpendièulaira ^U' à gr ; ptr le pied rde la perfmidlci^ire gt, OA 
mène la droite rR, sous Fanfj^e ^KssC; les lignée ^% rR, se eonpent 
en un point m\ on décrit an are du point ^ comme eentreaTec le rayon 
connu gm \ eet are rencontre la perpendienlaire gjL à 4:r en un point n qui 
appartient à la ti«ce pZ/ demandée. On trouvera donc oette trace. en tirant 
une droite par les points connus p, n. 

Le point F' derant se trouver sur Tare/JF* et eiir te tpac» pZ', sert 
déterminé par Pintersection de ces deux lignes. 

Enfin, si Ton conçoit qne le plan CSB tourne autour dé eâ trace horizon- 
tale SB, pour se rabattre sur le plan horîaontal Stv^f'lea distances da 
point F' (de SC) aux points Uses S, p, ne changeront pas ; et comme on 
Tient de voir que la première de ces distances est égaie à /h , le point F 
se rabattra , sur le plan horiiontal, en un point /^ qui sera détntniné par 
rintersection des arcs décrits des points S et ;? comme oeatree aree les 
rayons connus S/, pV. La droite SE', menée par les points S ^ y, sera 
donc le rabattement de Parète SC sur le plan horizontal , et Pangle BSE' 
sera égal à Tangle cherché à. 

Lorsque les données, b, Cy C, sont telles qu'on les a supposées dans 
HJtgure^iQ^y la circonférence, décrite de g comme centre aTec le rayon ^, 
coupe la droite pZ' en deux points P, F* ; les circonférences décrites de p 
comme centre arec les rayons ^^F', pF*, coupent la circonférence décrite de S 
comme centre avec le rayon S/, en des poînt8y^,y* ; et en tirant les droites 
S/^f SJ^IST, on obtient deux solutions dans lesquelles les valeurs de la 
troisième face a sont BSE' et BSE*. De sorte qne les données, h, CyC, ap- 
partiennent à deux pyramides différentes. 
' Il est facile de voir que ces raison nemens conduisent à la construction 
indiquée dans le n^ 272. 

-Remarque. Après avoir trouvé le point F', où Parèté SC perce le plan 
vertical F^xy, on peut fiiîre usage de la méthode du no 270 (i*' <^^) 
pour construire le rabattement/^ de F'; car le pied t> de la perpendiculaire 
abaissée de P sur xy étant la projection horizontale de F', le rabattement 
de F' sera sur la perpendiculaire vd^ à la trace horizontale SB du plan FSB 
(page 170, 3* remarque) *y et comme d'après ce qu'ion a vu (pagd 169) , la 
distance de d àF', est l'hypoténuse d'un triangle dont les deux côtés de 
l'angle droit sont va et vF', pour obtenir cette distance , on décrira un are; 
du point V comîne centre avec le rayon vF'j cet arc coupera la perpendicu- 
laire uq à mT , en A; la distanee dF' sera égale à l'hypoténuse À ; et Hare, 
décrit de d comme centre avec le rayon <ft', rencontrera ddf au point/' 
demandé. 

Les angles plans a, b, c , étant connus , le procédé du n^ 268 servira 
ensuite à construire les angles dièdres «, >. 
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PROBLÈMES DE GÉOMÉTRIE 



PROPOSÉS l»AIfS LES GOIfGOURS GÉNÉRAUX DES GOIILÉOES 

OB PARIS (anmébs 1811,. •., i837}* 



Classes de mathématiques élémentaires, 

S94. Année 1811. Problème {fg. a68). Un demi-cerde ABE Tait une ré- 
'volution complète autour de son diamètre A'E ; on propose de déterminer 
le seeteor circulaire ABC, de manière que le segment sphérique engendré 
par le segment circulaire APB soit au cône engendré par le triangle rectangle 
BPC, dans le rapport de deux lignes -données m et n. On fera la discussion , 
lorsque m =3 n, -ef lorsque m s= 3n. 

1818. PaoBLÈHB {fg. 269). Étant donné un triangle ABC, trouver un 
point O dans Pintérieur de ce triangle tel, tjue lesHriangles CD A, AOB, 
BOCy soient égaux entre eux. 

1815. Problâhb {fg. vjfi). Étant donnés un triangle ABC, et un point M 
sur un des côtés, mener par ce point deux droites MN, MP, telles, qv'en 
Hrant la droite NP, le ttiangle M^P soit semblable à un triangle donné 
DEF, 

1814. Problème. Étant donnés trois plans reetangulaiies, «t wê» droite 
Bttvée sur Tun d'eux , faire passer par cette droite on quatrième plan tel, 
qnele friangio interé^té ait une surface donnée. 

Remarque. Le problème suivant avait été d^abord proposé ; les élèves y ont 
renoncé. 

pROBiiME. lO. Inscrîre un triangle éqoilatéral ABC {fg, aji) dans trois 
circonférences concentriques, dont les rayonsOAs=R/OB=:R', OCssR", 
sont donnés; a<*. trouverJ'*expre8sion analytique du c6té « de ce triangle, 
et donner la construction de « , lorsque R = R^ + R*. 

'1818. Il nY a pas eu de concours. 

1816. Problème. Un prisme droit étant donné, on propose de le couper 
par un plan qui détermine un triangle équilatéral. Ce problème a été 
proposé aussi en iSaS. 

1817. Problème {fg, v]^. Etant donné un tétraèdre ABCD, déterminer 
un point intérieur O tel, ^e-les quatre tétraèdres, ayant pour «oMteet le 
point O^ et potir bases les- faces- ABC, ACD, ABD, BCD, dutétraàdro 
ABCD, soient éqiiivalens entre eux. 

R. Géométrie* i4 
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1818. PROBLÈHi {Jig, 373). Trois circonféreneet étant données dans un 
même plan , tfouv^r ssr Tpaa d^ellaa mx point A tel,,^aejQt.tiMpgeiit«s AB , 
AG, maoéDB dé d» point aux deux autnet di««iiffrênMa taiiol de même 
longoeur. 

' iOi^. .PaoBiiiH (Jî^. a;|ig« Étant donné un point Q, sur. la droi^ AE 
qui divise en deux parties égales Pan^le connu BAC, mener par le point O 
une droite Xlf telle, que OK* 4- OY*' soft égale i un can^ donné , ou 
-quéOX soit à 0\ , dans le rapport de deux lignes données. 

1890. 1*' PaoBLiHB {fg, 373). Etant donnés dans un plan trois circonfé- 
^Tences , trouver^sur Tune d^eiles un point A tel , que la différence entre les 
carrés des iasosnles AB» AC, menêw pa» eej^oiot a»j d«ii3( a«tifs circon- 
férences , soit équivalente à un carrédonné. 

:>* PaoBLsn. (y^. 375). Étant donnés dans un plan ^ dmij^ points. A ^ B ,,et 
jone circonférence , trouver sur cette circonférence un point C, dont les 
distances ^aux points A et B soient entre elles dans. le.rapport de deux lignetà 
/données. 

ê 

I8ft|. PaoBUm {jig' 376). On propose de trouver snr>uAAcircnu£éEenoe wi 
point A tel, qu^en désignant par a et i des Ug;nes donnéea,. par m* un,corré 
donné 9 et par*,^,. les distances AB, AG, du point A à deux points B, C, 
donnés sur eette circonférence, on ait 

X* — ^'•scm*, ou X -^ jr i X ^ y \\ a l hy, ou xy z^ m*t> 

VSiSk' i^' PaoBidHB ifig- 977}..£it«WAt donnés. deux, eerçlea sUués sar un 
■léne j^ioi, trouver duna^^iet pl%n iw point A tal, que deux tang^e^ AB^ 
A€, menées par 00 point aux deux «erde» sioisnt i&Xem^ «t £aiment entre 
elles un angle donné. 

a* Pmhsiw (J^ 198)^ ÉlCM^ft donnés, dana un plan, un cercle et une 
tai^enie TD è ce oerele » tron,veQ sms la circonféienee un point A t^, c^ue 
la somme de ses distances AB., AT, J( U. tangf^nl;» et au,pfiÂn;t;X de contact , 
aoU égale à une longueur donnée. 

3« Problème. Etant donnés dans un plan, deux cercles et un point ^tpuMier 

.deux cofrdes,. Tune dan» le premier cercle, Tautre dans -le. deuxjuème, de 

telle manière ^e ces cocdes^i prolongées ( sUl est nécessaire) , passent par 143 

le point donné.; et <]pie \%s tangentes menées aux deux cercles par les quatre 

extrémités de ces deux eordes, viennent se couper en un. même point 

1895. i^^ Problème {fg, vjg). Inscrire, dans un cercle donné ^m trwHugle 
isocèle ABC, dont la base BC et la hauteur AP forment unesommeBC+AP 
égale à une longueur donnée. 

a^ Problème. Construire avec des côtés donnés, un parallélogramme dont 
Jes diagpnalea ferment une aomme donnée. 

i8M. PaoBcÈm {Jig. aSo). Circoaserise un tcapèze ABCD à un. cercle. 
<4lentté, de manière qne deux côtés de ee trapâae soient égMU^ en? longueur à 
deux droites données. On examinera les trois «M qni petireot se présenter^ 
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«ulvnt «ptt l'Oft «oaftiéh« «oniDie téimaè , ^a •dé«k «ètëft ptiEtf UIm AB , 
DG, 0ft'lM dM* odtét optMMét wm t»«NiilH« AD, &C, «A â«itt ^téê a^ift^ 
cfOns AD» DG. 

iêf B. 1**^ P*OBi«*È (j^. 48t). Étant dontoék daws nh t>la«ï àéxtt. céi^dhet él 
«B peint P, Où tnrotM>M denmner à «es terdén deux thngentte ^aralîèles AC» 
BE, do manière que la droite AP, men^ dn pohrt de contact A de la pte- 
mièretii^^teaii point P, sotidana vn tappoit donné «feo la pfio1o«sc- 
xneRt> PS da nette dnvlte «emprU «ntM le pônit P «t PaâtM tiHiçetite. ' 

Qi* l^ROBLÊMS (^. a8a). Etant donnés dans un plan une circonférence et uit 
trianjQ^lë ABC , trouver sur la circonférence un point X tel , que les carrés 
des distances de ce point aux trois sommets A , B , C, du triangle , forment 
tineisemwe éqn{*ralènte à nu cktfé donné. 

IBW. PRÔtoLÈUfe. Étant tracés dans un plan deux triangles équilàtéraux, 
trouver tv» ta Kgne qui joint leurs centre*, un point tel , que la somme dea 
carrés des diiftances de ce point aux cdtés du premier triangle, et la somme 
des carréâdes distances du même point aux èôtës du second triangle, soient^ 
entre élites dans un rapport donné. 

1827. 1®^ Problème. Étant donnés dans un quadrilatère plan , deux angles 
opposés , avec les deux diagonales et Tangle que cea deux diagonales fiop- 
ment entre elles , construire le quadrilatère^ 

a® Paobuèms. Etant donnés dans «n tn^pèc«^ leatêaglis et letdeux cBag^ 
sales , construire ce trapèze. 

> 

1828. Problâhe. Les trois côtés du triangle qui ëert de Base à un prisme 
toifl^igalaire droit léiant donnés , <m cou^ ce prisme par nn plan tel que la. 
sectiea soit «in triangle éqnileléMl , et Ton demande : 

i«. La valeur éa carré du «ôté de œ triangle équilatéral , qui est ddnné 
par une équation du second degré. 

oP, Ce quUl reste à faire, quand on irconstratt une dl>Qtteëgat»àèe odté, , 
pou^ déterminer la situation du plan cenpant en raaaqjétilMnt è|BBiaer p«r 
un point donné sur Tune des arêtes du priame. 

S*). Les réductions qu^éprouve l'^équatî(A d« tfeeond degré, -q^iimâ la Imwb 
du prisme est un triangle isocèle , ou un triangle nectangle , ou un triangle 
isocèle etrectangle. 

4^. Le nombre de solutions dont la question e|t en général susceptible; 
cl les circonstances où il y en a moins , dans les différens cas qui peuvent 
se présenter. On discutera les cas particuliers qu^on vient dlndiquer où 
Tcquation prend une forme plus simple. 

1829. Problème {fig. 383): Un triangle ABC étant donné, on propose de 
diviser sa surface, par une parallèle DE à la base AB, en moyenne et ex- 
trême raiion ; .c^cst-à>dire, de manière que la surface du trapèze ADEB, 
soit moyenne proportionnelle entre celle du triangle total ABC, et celle 
du petit triangle CDE. On fera bien de remarquer la manière dont les côtés 

l4** 
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€A, CB,JMH)td|Ti«éfi>ftrUparaUèleD£à.liiliA«eAB;ell6piëtentoavM]a 
nmière dont PAir» ABC est dUiiée > une réciprocité di^ne d'ftltention. 

1830. FftOBiiMB (fy, 375). On donne dans on plan deux points fixes A , B, 
0t un cercle dont un obserrateur parcourt la circonférence. On clemande les 
points de la circonférence, d^où cet observateur apercevra la droite AB soua 
un angle AC3 maximum ou minimum, 

i85i. BiOBiAiiB (^. a84)* Mener une sécante AB, oommnne à deux 
cercles (donnés' dans un même plan)^ de: manière que- la somme des oordea 
AB , CD , interceptées dans les deux cercles /soit égale à une droite don- 
née , et que le rectangle construit sur ces deux cordes soit éi^uivalent à 
un carré donné. 

1832. Problème. Calculer la sur^nce engendfée par Ie> décagone régalier 
inscrit dans un cercle et tournant autour dVn diamètre qui passe par deux 
de ses sommets. On donnera la formule algébrique dont on fera, usage j et 
Ton démontrera la théorie de la géométrie des corps ronds , sur laquelle 
cette formule est fondée. En prenant le rayon du cercle circonscrit pour 
unité, Tapproximation devra être poussée jusqu^aux centièmes inclusive- 
ment dans le calcul de la surface demandée. 

1853 et 1856. On n^a proposé aucun problème dé géométrie élémen- 
taire. 

1834. Problème {fg, a85). Soit P un point donné dans le plan d'un angle 
ACB; meéer par ee peint une droite PD£ qui retranche de Pangle ACB un 
triangle DCE , dont le contour soit donné. On aura soin de déterminer le 
cas où le problème est impossible. 

1833. Problème. Construire un triangle dont la baseeat donnée en gian- 
deur et en direction , dont la somme des deux autres c6tés est aussi donnée, 
et dont le sommet doit se trouver sur une droite donnée de position. 

1837. Problème. On suppose que la Terre est une- sphère dont le rayon est 
de 63€62o3 mètres (*). On propose de calculer, en mètres cubes, le volume 
d'un segment delà Terre , équivalent an cône qui a son sommet au centre de 
la Terre, et qui a même base que le segment. On entend ici par base d^un. 
segment spfaérique, le petit cercle qui le termine. 



O GoaftalUr mon Petit TroHe élémentaire d'Arithmétique (page T.79)-. 
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Classes de mathématiques spéciales. 

fi!9lS. Année 1812. PronAmb (Jg. 177), Étant donné «a ^^adrihtère 
gauche (page 1 10} ABCD, dont lea cMb ne sont pac dans on mêinA plan 9 m» 
demande : 

,1^, L^éqoation de la. surface gauche enf^endrée par le mouvenent dVn« 
droite £F, qui a^appaie constamment sur les deux o6tés <^pposés AD, BC^ 
du quadrilatère > de manière que Ton ait la proportion 

AE : ED :: BF : FC. 

a<^. L'équation de la sur/ace gauche, en^ndrée d'une manière «nalof^e 
par une droite GH 9 qui s'appuie constamment sur lesdeux antvea oètés DC f 
ABy avec la condition 

DG : GC :: AH : HB. 

' 3^. On demande enBu^ si les deux surfaces, ainsi engendrées^ sont les 
m^nes* 

1929. PaoBLÈME. Étant donnés, dans un plan, un parallélogramme et 
une droite , on demande de construire , ayec la règle et le compas , les points 
où la droite serait rencontrée par une ellipse inscrite *ad parallélogramme^ 
et qui toucherait les quatre côtés du parallélogramme en leurs milieux. 

1824. Problême. Étant donnés, le périmètre d'un triangle, ayec les rayon» 
des cercles inscrit et circonscrit , déterminer les longueurs des trois côtés de 
ce triangle. Après avoir exposé la solution générale du problème , on en fera 
Tapplioation au cas particulier dans lequel le périmètre est représenté par 
le nombre a} ^ le rayon du cercle inscrit par a , et le rayon du cercle circons- 
crit par 5. On chercliera ensuite les relations qui doirent avoir lieu entre le 
périmètre et les rayons donnés, pour que le triangle devienne isocèle, ou 
équîlatéral , ou rectangle ; et Ton montrera comment la solution se simpli- 
fie dans ces différens cas. 

1827. Problème. Etant donnée une droite AB, dont la. position et la lon- 
gueur sont invariables , trouver dans l'espace uu point M tel , qu'en le joi- 
gnant avec les extrémités de cette droite , la différence des angles intérieur» 
A et BdU triangle MAB , soit égale à un angU donné «. Après avoir trouvé 
Péquation générale de la surface formée par tous lés points qui jouissent de 
la propriété indiquée , on pourra borner la discussion au cas où l'angle 
donné a est droit ; et au cas où l'angle « étant quelconque , on ne considère 
que les points situés dans le plan xj^, ce qui suppose qu'on a pris la droite 
AB pour axe des x ou des jr, 

1826. Problème. Connaissant le paramètre d'ime parabole , donnée daiis 
au plan , mener par lejbj^cr de cette courbe une droite terminée de part «< 
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d^autre par la parabole, et égale à une ligne donnée. Quand la question sera 
résolue , il sera bon de déterminer la droite cherchée par une construction 
faite sur la .%iMi» ft d^iaftiJttar qttfl «si W aombitt de «ilMi«ns dont la 
question est en général susceptible , dans quel cas elle n^en a qu^une , et 
dans quel cas elle devient impossible. 

IM9« i*' fttoMlKi. Une sur&ee s^phirique «t une sufface de cy)tnclre 
dvoità base aiioalaife étaat 4eiiiiées , et se- coupant suivant une combe à 
double courbure , on suppose que de tous les points de cett^ couibe, on 
abaisse dea ipet^pencficulikes #ur le plan P , qui passe par le centre de la 
sphère et par l\uBe du e^inère. Ofi demande IM^ipiation de la courbe formée 
par tous les points où leplanPeM rencontré par ces perpènéiciilairea. 

a^ PnoBLÉm. Connaissant leneramètre é'^nae jforahole , âonaée dans un^ 
plan , mener par lejqyer de cette courbe une droite terminée de part et 
diantre à la perslxiie y et telle que le foyer partage cette* droite en deux, por- 
tions 4iui soient entre elles deass le rapport de a à Tunité. | 

1853. Problème. Couper un triangle par une droite, de ma&Iète que lès 
surfaces des deux parties du triangle soient entre elle&daxjs un «apport domié,. • 

et qu^elIes aient leurs centres de gravité sur une Ugne ^perpendîtulâsYe k la^ | 

sécante. On résoudra le problème : 

1^, Lorsque les deux cdtés coupés du triangle sont égaux. 

a^. Lorsque les trois côtés sout égaux. ' 

1857. Pa0BLÈi|B. é^nt données dans un plan deux puroèolet égales , dont 
les sommets se toiichent , et dont les axes sont tournés ea sens contraires , h 

6n suppose que Tune d'halles roule sqr Taotre , de manière que dans chacune • 

des positions qu^elle Tient occuper successivement , elle lui soit toujours 
tangente en un point également éloigné du sommet de la parabole fixe , et 
du sommet de la parabole mobile; pendant ce mouvement, le sommet do 
cette dernière courbe décrit une courbe dont ou demande Téquation. L^é- 
quation étant trouvée, on remarquera à quel degré elle s'élève j on en dé- 
duira la forme de la courbe , et Ton examinera surtout la marche que suit isk. 
tangente à cette courbe , quand on tait passer Vahtcisse par tous les états de 
grandeur. 
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